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Unidad 1 Unidad 2 
» Identifica las propiedades sobre teoría de exponentes en la • Comprende los distintos métodos de factorización. 
potenciación y la radicación. • Aplica el algoritmo de aspa simple, doble y doble especial en la 
» Aplica los teoremas de teoría de exponentes en la potenciación у factorización de polinomios. 
radicación. » Evalúa el procedimiento al determinar el MCM y el MCD en 
» Identifica los elementos del término algebraico y discrimina expresiones algebraicas. 
polinomios considerando su naturaleza, la cantidad de términos e + Reconoce las fracciones propias, impropias, homogéneas, 
identifica términos semejantes. heterogéneas, equivalentes, compuestas e irreductibles. 
• Determina el grado absoluto y relativo en monomios y polinomios, • Analiza las propiedades de los números combinatorios y define el 
además calcula su valor numérico. binomio de Newton. 
e Identifica los principales productos notables. e Construye el factor racionalizante analizando las expresiones 
e Reduce expresiones algebraicas identificando el producto notable a algebraicas. 
utilizar. e Calcula el factorial de un número, aplicándolo en el cálculo 
• Identifica los tres casos que se presentan en los cocientes notables. combinatorio. 


• Realiza el desarrollo de un cociente notable y analiza su estructura. • Analiza la representación gráfica del número complejo. 


• Utiliza la definición de complejos especiales рага la resolución de 
problemas. 


Б 
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ECUACIONES TRASCENDENTES 


Investigadores de los EE UU lograron detectar la 
presencia de elementos radiactivos en la carne de atún 
que luego del accidente nuclear de Fukushima migraron 
a la costa de San Diego en California. 


Los niveles encontrados no son perjudiciales para la salud 


humana, pero es dable que por recomendaciones de los ңар ы 
expertos se deben estudiar más las especies radiactivas. 
Con las ecuaciones trascendentes se puede calcular la Y 
masa de un elemento radiactivo luego de un cierto 
tiempo “t”. Gracias a estas ecuaciones, podemos tener 
una aproximación de la durabilidad de los elementos en | N y 
la naturaleza. ОЗ 

Mg _ wt ^ y 

=e 
T > A 


Contenido: 
Unidad: И Unica MA 


Teoría de exponentes. . Factorización. 
Polinomios. MCD y MCM - Fracciones 
Productos notables. algebraicas. 


Cocientes notables. Potenciación. 
Radicación - 
Racionalización. 


Números complejos. 


Unidad 3 


Clasifica las ecuaciones según sus coeficientes y la naturaleza de 
sus soluciones. 

Determina el valor de la variable dentro de la ecuación e interpreta 
la solución o raíces. 

Realiza operaciones básicas entre matrices identificando filas y 
columnas y aplicando los teoremas dados. 

Aplica los teoremas para realizar las operaciones entre matrices. 
Aplica el criterio de los determinantes para el desarrollo de un 
sistema de ecuaciones. 

Aplica la regla de Cramer para la resolución de sistemas de 
ecuaciones. 

Analiza los distintos teoremas empleados para la resolución de una 
ecuación de grado superior. 

Utiliza operaciones de adición y multiplicación de raíces al resolver 
una ecuación de segundo grado. 


Unidad з ИШЕН Unica + IA 


. Ecuaciones de primer grado • Inecuaciones. 
Planteo de ecuaciones. . Funciones. 
Matrices y determinantes. Límites. 
Sistema de ecuaciones. Derivadas. 


Ecuaciones de segundo grado Sucesiones - 
Planteo de ecuaciones. Progresiones. 


Unidad 4 


» Analiza el procedimiento de resolución de una inecuación. 
» Plantea matemáticamente enunciados utilizando inecuaciones. 


» Aplica la definición de las ecuaciones e inecuaciones y los representa 
matemáticamente. 


» Identifica el dominio y rango en una función, y analiza su gráfica. 

» Representa gráficamente las distintas funciones estudiadas. 

• Comprende la definición formal del límite. 

• Determina el límite de una función y demuestra la unicidad. 

• Analiza las distintas notaciones sobre derivadas, además interpreta 
los teoremas estudiados. 

• Emplea la definición de derivada para determinar los valores 
máximos y mínimos de una función. 

» Identifica los elementos de una progresión y analiza las relaciones 
dadas. 

» Aplica los criterios de razón en la resolución de sucesiones y las 
fórmulas respecto a series. 
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UNIDAD 1 


TEORÍA ОЁ EXPONENTES 


d POTENCIACIÓN 


Es una operación matemática en la que dada una base real a elevada a un exponente entero п, hallaremos una 


expresión llamada potencia P. 


Su representación matemática es: 


[ре 
а'=а.а.а.а....а 
у m 


п veces |, Роїепсїа 


Propiedades 

1. Multiplicación de potencias con bases iguales 4. Potencia de una multiplicación 
РаааєВ лт; пє2 Рагаа; реВ лт; пе 

2. División de potencias con bases iguales 5. Potencia de una división 
Para a € R-—(0)Am¡neZ Рагаа реВ; пед Ab#0 


3. Potencia de una potencia 
Paraa e RAm;¡neZ 6. Exponente cero 


7. Exponente negativo 


-1_ 1. _ a_1. . ау" _ py az0 
NE 


© RADICACIÓN 


La radicación consiste en encontrar un número llamado raíz, de manera que al elevarlo al índice 
obtengamos la cantidad subradical. 


Su representación matemática es: 


m Índice 


а =rSa="neN:.n>2 


Subradical < l> Raíz 


Н Debes saber que la teoría de : 
: exponentes nos facilitará : 
: comprender y entender 

¿la química, aritmética, 

} trigonometría, geometría, 

: geometría analítica, el cálculo 

: diferencial е integral, etc. 


• Suma de los “п” primeros 
números naturales 


n(n + 1) 


1+2+3 +... +п = 7 


• Suma de los “n” primeros 
números pares: 


[2+4+6+... + (2п) =n(n+1)] 


• Suma de los “п” primeros 
números impares: 


[1+3+5+..+(2п-1)=п? | 


Роїепсїасїбп Radicación 


del radical F Nota | 
о O Си : 
“xy” veces 


Í No olvidar: 


: Representación: 


: * 2n : Número par 
¿ e 2n— 1 : Número impar 
¿+ Jal : valor absoluto de a : 
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Кесчетда 


• {а(а+1)+/а(а+1)+... 
=а+1(+) 
а (>) 


Ejemplos: 


Atención 


Considera también: 


«| ayb = "yab |;a>0 


Ejemplo: 


Ejemplo: 
3/52 — 310/5210 _ 30/520 | 


: Casos de exponentes iguales: : 
1. 5$:5*=3* = х= 0 : 
= gial = x=1/a { 
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Propiedades 


1. Radicales sucesivos 5. Propiedades adicionales 
: E ás: a>0:b> > 
Рага т; пур € IN; además; a=0;b=0yc=0 ттр 
тпр 


"Гамс = "a "B “с 


2. Raíz de raíz 


Раатлпєм№; а> 0 


7. Representación finita 


пт 1 
Мч [|9 


Ya nja m radicales 
n b b 
4. Exponente fraccionario P 
| ¿si m: impar 
? A a EA TA n1 
Рага т; пЄлп> 1 т radicales pj «sin: par 
т. т 
an = Мат = Ма 


d ECUACIONES EXPONENCIALES 
Son aquellas ecuaciones cuya característica es tener la incógnita en el exponente de una potenciación. Para su 
resolución se utilizará la teoría de exponentes anteriormente estudiada. 


Propiedades 
Bases iguales 


Exponentes iguales 
si (аха) yn 0 AxacR Si аьла >x=0 | vaiber*-{1) 


Ejemplos: Resolución: 
1. Si: dá _ а2^+ азх К _ аё – азу 
М. 1+ах аУ – 1 
Xa? 2x 
a~ (fta аЗ (ау – 1 
halla el valor де х: X 01590) у? = К 1 ) 
ан ls A уа? 
22 ii E 1 
ХХ 33 323 9033) г.х =a “Y y=a 
х= 3/3 Como: үх = у =a 
X 
їх=у»-—=1 
2. Halla el valor de X: нав E y 
Pero: V2 = 4/4 
si: ‚2 _ aX + a% y _ að – азу 
| 1+а* a-i »X=2 y X=1 
y y 2 


Resolución: 
Del dato tenemos: 


Se observa que: x = 1 


3 


Resolución: 
Del dato: ‚зз 
А pea) 
i- у * ) 
үс e 
As SEN 


Resolución: 
De la expresión sea: 


E 


= (5/4 => E? = 5/4 
E*=5?.4E > Е? – 100 


Resolución: 


Problemas resueltos 


Luego piden: 
S=1+x+X +X +... 
$=1+х(1 +х+х2+..) 


3 


A m 
S 


S=1+x8>8(1-x)=1 


A= — 2 

Luego piden: 

pas 512 „о 
5 


о с, 


Nos piden: 


3 3 
25 + 544 5/4.) 
= [25 + E 

= 3/25 + 100 = 125 =5 


Multiplicamos ambos miembros рог e% 


е®?(е* — 5e™ + 48% = 0(e%) 


&_ Бе? 4 4=0 = (0%? 


-5(e%)+4=0 


Reemplazamos e% = t: 
ĉ-5t+4=0 = (t-4(t-1)=0 


Reponemos: (e2 — 4)(е?* — 1) = 0 
Cada factor igualamos a cero: 
2_4=0 
2=4 > Ine” = In4 
2x = In4 = x= 1104 = 0,693 


2 
x_1=0 

2-41 > Ine” 11 
2x=0=x=0 


Resolución: 


Por dato: Z = 151 200 у 7= 700.6°* — 151 200 = 700.8" 


Dividimos ambos miembros por 700: 
e= g" 

Por exponentes iguales: 

з=} = t = 12 horas 


Resolución: 
Sea el numerador A: 


Por inducción matemática: 


Para 2 radicales: 
па? = пп =n? 


п n nfn? 

Para 3 radicales: 
jan” fera nfa? 

Para 16 radicales: 


nf 3 nf 
nn =ппп..п=п® 
ШШШ 


16 veces 


„үп п Sa = пл = г 


Sea el denominador В: 


ве Уу" = 


Nos piden: E MES n 
B n 
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POLINOMIOS 


CD EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


Son aquellas expresiones en las que figuran constantes y letras a excepción de las siguientes: 


Flx) = Т^ ; Función exponencial 
2 г: de En el álgebra universitaria toman el nombre 
I(x) = logx : Función logarítmica { 
de expresiones trascendentes. 
B(x) = tan(2x + 3) : Función trigonométrica 
Ejemplos: 
> 1 2 
Р(х,у) =5x y + Lx? + 10x +2 —3а%/ Expresión algebraica 
2 b 
+ Las representaciones de R(x) = 21 T nda Expresión algebraica 
las cantidades algebraicas 121 р? 
А(х) = sen(3x) + tan(x) + х? +3 Expresión trascendente 


CD TIPOS DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


Por su naturaleza 
Expresiones algebraicas racionales. En este caso las expresiones algebraicas no tienen parte literal afectada 
de un exponente fraccionario. 


р 
able con 


te) Expresiones algebraicas racionales enteras. En este tipo de expresiones la parte literal posee exponentes 


enteros y positivos (27). 


Ejemplos: 


4,3 
Alx, у) = V3xéy + 7х3у2 + y” B(x, y) = "ү + ху? + х10у? 


Expresiones algebraicas racionales fraccionarias. En este tipo de expresiones la parte literal posee 
exponentes enteros negativos (Z) al menos en un término. 


Ejemplos: 

C(m, п) = 7amn”? + m? + n? D(x, y, Z) = х2у 327° + xy?z? + Ё ху? 

Expresiones algebraicas irracionales. En este caso las expresiones algebraicas tienen parte literal afectada 
de un exponente fraccionario. 


Ejemplos: 
1 1 
Е(а, b, с) = Ба! 16 + с -—3a3p? F(x, у, 2) = 10x 2 yz +1 xyz + axy? 


Por su número de términos 
Tlo 


1 término : Р(х, y) = 2х у2 І Мопотіо 
2 términos : Р(х, y) =x + y І Віпотіо 
2 
тои Зух Ху з | ж 
3 términos : P(x, y, 2) = == + — +z : Trinomio . А 
by. 2) 2 "а Multinomio 
n términos : Р(х) = арх" + ax? + apx? 2+... a ух + ар: Polinomio 


d POLINOMIO 


Es un multinomio donde sus términos son racionales enteros. 


Término algebraico 
Es una expresión algebraica donde las operaciones de suma y resta no están presentes. 
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нанні ‚ 


Ejemplo: 
Coeficiente 


0. 
Руд = 5877, 


A e я, 
Parte literal 


Términos semejantes 
Dos o más términos son semejantes si estos poseen la misma parte literal. 


Ejemplos: 
Igual parte literal 
ely ad 3° {у > х? [у 
100x2y7 ‚ 20х?у 2 ‚— УЗ ‚2у? > e 
7x0 + т. ae b33: Буа + 73) 2 ха+ by? 7 
СО GRADO 


Es aquel número entero y positivo que actúa como exponente sobre una variable tomada como base. 
Para su mejor estudio lo clasificaremos como grado de un monomio y grado de un polinomio: 


Grado de un monomio 


Veamos: 


4 п 
Р(х, у) = 7" (5) х" + snan = 


Grado relativo (GR) Grado absoluto (GA) 
Es el exponente de la variable considerada Es la suma de los exponentes de todas sus 
GR(x) = 3m + 5n | el inn 

= (3m + 5n) + (2m — n 
л. GA(P) = 5m + 4n 


Grado de un polinomio 


GA=a+b+c+10 GA=a+cC 


GA=a+b+c+5  GA=a+b+c+ 11 


1 a жез 
F(x, y, z) = (3x8 + 2ye + 22° + 1+ 28 + Тур +4 _ = ха + 1урус+9 + уаз 


Grado relativo (GR) Grado absoluto (GA) 
Es el mayor exponente de la variable en Es el mayor grado absoluto de uno de sus 
referencia: términos: 


GR(x) = a + 7; GR(y) = b + 4; GR(z) =c +9 


GA(F) =а+Ь+с+ И 


d POLINOMIOS ESPECIALES 


Polinomio homogéneo 
Es aquel polinomio que se caracteriza por poseer todos sus términos de igual grado. 


Ejemplo: 
ао А 
P(x, y) = о + “ху? +у°— Ly 


Luego: P(x, y) es homogéneo de noveno grado o el grado de homogeneidad de P es 9. 


Polinomio ordenado 


Se caracteriza por los exponentes de sus variables (letra ordenatriz), los cuales están dispuestos ordenadamente 


de manera ascendente o descendente. 


• Solo se pueden sumar y 
restar términos semejantes: 


3x2 /y – 2x2 /y + 3x2 /y 
= (3-2 +3)x? /y 


e —(8x+5=y)=-3x-5+y 


menos precede a un signo 
de colección (paréntesis), 


que aparece dentro. 


Observación 


Considera las propiedades: 
1. Si: Р(х) = (10х" — 1)(х" + 2) 


>[GA(P)=m+n] 


2. Si: B(x) = = 


ЭХО 
ә | GA(B)=m-n 


3. Si: R(x) = (2x" + 13)" 
3| GA(R)=m.n 


4 SETO = VITS 


ena 
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Observación 


En todo polinomio completo 
n S| 


Siendo P un polinomio en x. 


Si un polinomio de grado 
“n” se anula para más de 
“n” valores de la variable, 
entonces es idénticamente 
nulo. 
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Ejemplo: 

T(x, y, 2) = 3x yz +21x yz – TX Y Z + 9х2уг® 

Con respecto а х está ordenado en forma descendente. 
Con respecto a y está desordenado. 

Con respecto a z está ordenado en forma ascendente. 


1,652 4 375 


Polinomio completo 
Es aquel que cuando se toma de referencia a una de sus variables (letras) tienen todos sus exponentes desde 
el exponente cero (término independiente) hasta el mayor en forma consecutiva. 


Ejemplos: 
* Р(х) =21x + 7% — 2х4 + 20 — х2 + 9x 

Este polinomio P es completo respecto a x, pero está desordenado. 
+" Q(x, y) = 12xó + ТхЗу — 2ху2 + 4у? 

Este polinomio Q es completo respecto a y, pero no respecto a x. 


Polinomios idénticos 
Son aquellos polinomios reducidos cuyos coeficientes que precedan a sus términos semejantes son iguales. 


Los polinomios: 
Ах" + Вх 1+... + C = Мх" — Nx” 1 +... + Р son idénticos. 


Luego se cumple que: 


Condición aprovechable: 
En este tipo de polinomios podemos asignarle un sistema de valores a la variable o variables y tendremos el 
mismo valor en ambos miembros. 


Ejemplo: 
De los polinomios idénticos: 2(x + 3) =A(x — 1) + B(x + 2), determina: А + В 
Para valores adecuados de x, obtenemos А y В: 


Para x = 1 = 21 +3) =A(1 – 1) +B(1+2) =B= È 


Parax=-2 = 2243) = А(-2 1) + В(-2+2) =A=- 2 => $ | e= 


Polinomio idénticamente nulo 
Un polinomio reducido cumple esta condición cuando los coeficientes de sus términos son iguales a cero o 
nulos. 


n-2 


El polinomio: Ax" + Bx? 1 + Cx"72 +... + D = 0 es idénticamente nulo, entonces cumple: 


Ejemplo: 
Sea: T(x, у) = (a? – 8)х + (a — b – 3)xy? + (c – 7)ху`=0 
Calcula: 3a — b — с 
Se cumple: 
a -8 =0%>a=2 
a-b-3 =0=b=-1 г. 3a-b-c=0 
c-7=0=c=7 


d VALOR NUMERICO 
El valor numérico de una expresión algebraica es el valor que esta toma cuando se le asigna determinados 
valores a sus variables. 


Valor numérico directo (sin condiciones) 


Ejemplo: 
Dada la expresión: A(x, y) = збу + 1 
2 7 х-у 
Halla: 
_ 3010), 1 L ¡A 
0.154 AS MP 1 


2 2 
А(т, п) = 3(т) п 1 3mny_ 4 


7 tmn” 


m-n 


Valor numérico indirecto (con condiciones) 


Caso l: 
Ejemplos: 


Si: P(2x — 1) = xX — 2x + 1, determina P(1). 


Resolviendo la ecuación tenemos: 


2х-1=1 = х= 1: Р(1)=1%—2(1)+1=0 


Caso І: 
Ејетріо: 


Si: Р(х) = 2х + 1 A О(Р(х)) = 2+ 3 
Determina Q(5) 
= Q(5) = Q(2x + 1) 
5=2х+1 
2=x 
0(5) = (2)2+ 3 =7 
2.05) =7 


Si: F(x + 3) = х2 + 3x – 5, calcula F(x). 


1.° Forma de solución. En el segundo miembro le damos una forma adecuada, de tal manera que en la 
expresión inicial se tenga todo en función de x + 3. 


Veamos: 
F(x+ 3) = x(x + 3) – 5 


Se observa que ya aparece el (x + 3) en el segundo miembro, pero no es el único ya que el factor “x” se puede 


expresar como: 


Nótese que es necesario detectar todos los x + 3 posibles: 


Hecho esto, donde figure (x + 3) lo reemplazamos por x: 
F(x + 3) = ((x + 3) – 3)(x + 3) – 5 


F(x) = (х – 3)x – 5 
FO) = х2 – 3х – 5 


2.2 Forma de solución. Realizando un cambio de variable: х + 3 = y, de esta despejamos х: х = y — 3. En la 
expresión inicial ponemos todo en función de 


Veamos: 
F(x + 3) = х2 + 3x5 


Tenga presente los valores 
numéricos notables: 


Sea el polinomio P(x): 


Suma de coeficientes 


>coef.(P) = Р(1) 
Término independiente 


X=Xx+3-3 


F(x + 3) = ((x + 3) – 3)(х + 3) – 5 


(ш 


y. 


Бу) = (у -3) + 3(y – 3) -5>F(y) =y?-3y-5 


Una vez reducida, hacemos: y = x 


а Е(х) = х2 3х – 5 


СФ EFECTUAR 


1. Calcula el GA de M(x; y) = – 5х2у° 
2. Encuentra el GR (n), si N(m; n) = бтп” 
3. Halla el grado absoluto de: 


8. Calcula el GA de: M(x; y; z) = у 


9. Dado: M(x; у) = (— 4х5у3) 
Calcular: GA (М) — GR (y) 


M(x; у; 2) = (— 4ху223)? а (162) 


‚ Si el GA de (- 2х®у°) es 18, halla aè. 


2 


. El GA de (т; n; p) = 3 тпр es: 
. El GA del polinomio 


Р(х) = – 2х + 7х? – 5х2 + 9x-Bes: 


шетш ene 


СА = 8, entonces el valor de т es: 


10.Dado: M(x; y) = (5х®у®)°, calcula a – b, si: GA(M) = 18 
y GR(y) =9 
11.Dados: P(x) = ax – 2х2 + 5x2 
Ох) = 2х3 + 3x?-7x-a 
Si Р(х) – Q(x) se reduce а un polinomio de СА = 2, 
halla dicha diferencia. 


12.Calcula mn, si el polinomio: 
Р(х; у) = 4х”у* — 3хбу? + 5х3у" +5 es homogéneo. 
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Resolución: 


Como el polinomio es completo hacemos que sus grados relativos 
respecto a x para sus cuatro primeros términos sean iguales 
mediante el siguiente artificio: 


һ°++а#-+-21=а® 4794+33+1=79+ 48+2=0'— a% -24 6143 
(i) (ii) (iii) (iv) 
De (ii) y (ii): 
аё + Та +34 = Та + 50 
® 22 э а=—2 


De (i) y (ii): 

b? +a +21 = аё + Та + 34 
р =3 = = 3 

De (iii) y (iv): 


a 


Та+50=с'—а* -2 +64 
2 
102) +50 = с7 – 2% -2 +64 


с= 214 607 =47 ъс=4 


Nos piden: 
Т(В(х)) = (bc)? = (3(4))? = 144 


Resolución: 

Por ser un polinomio homogéneo se cumple: 
ра = = Jr = (pay 

0 ü 00 (№ 


De (ii) y (iv): 
P = (рд)? = г= ра (1) 
De (ii) y (iii): т 
P=" =p=1? ә 2р= {т 

4р? =r (2) 

2en1 4р? = рд 
а= 4р (3) 

(i) y (ii): p9 = P _(4) 
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р^ = 4р2 > po=4 > рг = 22 =фж=2 


“р” еп (5):г=р*=2*=16 > r=16 
“р” еп (3): q=4p > q=4(2)=8 = q=8 


La suma de coeficientes del polinomio será: 


Zicoef.(z) = Z4; 1: 4,1) =9 + (т) + +r +1 


3 
= + ($) +26 +1=77 


Resolución: 


Para que el polinomio sea completo respecto a z debe contener 
todos los exponentes, desde el mayor hasta el exponente cero en 
forma consecutiva. Veamos: 


L(z) =у*% „+41 +у%*%-? ++ z" 
Van disminuyendo de uno en uno, luego: 
L(z)= + y z+- + ;%+4-? 


+ л а аит AAN 
(CA 
Términos que faltan para 
que L(z) sea completo 
Nos piden: 


7 
DAS ze 2 


Tr 
г.а suma de términos que faltan: 2. = - 


Resolución: 


El polinomio ya está reducido para sus variables respectivas: x, 
х5 ух? luego sus coeficientes respectivos serán ceros: 


7,7 8 
© m+ mep -np =0 > M- =m-7 a(1) 


K 


7,7 8 Resolución: 
y 7, 9mp 77_ N p 
toa mps = r "T A P(PQ9)=ax+b ...() | Nos D 
к 8 Р(х) = 3x +4 
ee тп A s 2 =p-1 (8) PE = (Р( = Р( 
р mn E N a А r 
. m+n+p-55=0 = м+п+р = 55 4) = а, ] 
Р(Р(х)) = и 
Sumando miembro a miembro (1), (2) y (3): Pl у Т (1) Luego: LES = ү® 
8 8 8 
аре (т+п+ р) –(7+9+ 11) a=9yb=16 
| 2 0 


2= 55-27 > 2=28 


Resolución: 
х2 + 5x2 = А(х – 1)(x— 2) + B(x — 2)(x + 1) + C(x + 1)(х— 1) 
Не Ѕеа: 
Resolución: x=1 > 12+5-2= аР 10) =B 
Por dato, el polinomio es homogéneo, entonces: x=2 = 2+5(2) - Aan 6 


P(x; y) Е аха + bab -1 + pxé - үп 
Grado Grado 


х= 12 (1) + 5(—1 э = А(—2)(—3) 
Nos piden: 


anal, Bl (A+B+0)2+8=(-1-2+4)+8=1+8=9 
Igualando y simplificando: 2b + ab = 12 І) 
Además: 2+D_3 s4- 
atb 2 а= 50) 


Reemplazando (11) en (1): 
2b + 2b(b) = 12 
2 
Б +0 -0=0| =6=20>0) 
И а= 4 Resolución: 
b -2 
Р(х; у) = у2т+2 + хт! ‚уп + 


GA=2m+2 СА=2т+1 


Piden: а? = 4?= 16 


Т ут + х2" у 
СА = 2т СА = 2т + 1 


= СА(Р) =2m+2 


Resolución: Оку) = хт?! + yal + 
x+1 Despejando: _ _ 
аа —2(б(х))=-х-х+2 GA=m+1 GA=m+2 
— 2(G(x)) = -2x + 2 x m+2 еи хп +1 

P(G(x)) = G(x) +1 = X G(x) =x- 1 ху a 1 

G)=1 (x-2) Entonces GA=m+3 GA=m+2 
(x = 2)(G(x) + 1) =x(G(x) = 1) б(5) =5—1 эбдо) = m+3 
XG(x) +x — 2G(x) -2 = xG(x)-x |С(5)=4 

Del dato: AP) _ 2m42 4 m3 


| GA(Q) => m+3 3 
Nos piden: GR,(Q): 
GR/(Q)=m+1=3+1=4 
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Observación 


Siendo: п EZ; se cumple: 


у у" 


=(y =% 


(x — y 


como en otros): | 


(a i a а а ) 
E 
A este proceso de 
solución se le denomina 


factorización. 


а^! 


: Como podrás apreciar, la 

¿ identidad de Stevin funciona 

: también cuando algunas de 

¿ sus constantes son negativas į 
} (а, b, c< 0). E 


14 | Intelectum 5.° 


©) PRODUCTOS NOTABLES 


ŒA CONCEPTO 


Son los resultados de ciertas multiplicaciones indicadas que se obtienen en forma directa. 


d PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES 
1. Binomio al cuadrado (tcp: trinomio cuadrado perfecto) 


(х + y)? =x? + 2xy + y? 


Ejemplo: 
[(2а + 3) – (ба + 5)] = (-4a — 2)? = [2(2а + 1)? = 4(2a + 1)? = 4[(2a)? + 2(2a) + 12] = 4(4a?+ 4a + 1) 


COROLARIO: Identidades de Legendre 


(х+у)* + (xy) = 202+ уд) (x+y)? – (x— y? =4xy 


(+ y) – (х – у)“ = 8ху (© + уд) 


Ejemplo: 
Siendo: aX -1 


[(e+0+ (Ple +07] =000(5]0++(5)! 


[е7 У] 


2. Diferencia de cuadrados 
En forma general lo podemos representar como: 


(ах" + by ax" e by”) = (ах)? ДЕ (ру)? = 22 em 2 py 
Ejemplos: „ ў " 2 
e (2х2 + 3у3)(2х2 — 3y%) = (2х2) — (Зу) = 4х* – gy? 


. (2a + b + c)(b – с) = (a + b) + (a + с))((а + b) — (a + с) = (a + b}? — (a + о)? 
artificio 


3. Identidad de Stevin (multiplicación de binomios con un término común). 


(x+ a)(x + b) = XF (a + b)x + ab (ах + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd 
Ejemplo: Ejemplo: 
б(ф+5\ф}-?)= (5) +5+DI(L) + @т-1т-7)=(@ФтЁ+[Д=т)+(_13]т 
тоз ST = 6m?- 17m+7 
b40 = pa 35 


(x + a)(x + b)(x + с) = x? + (a + b + c)x? + (ab + ac + bc)x + abc 


Ejemplo: 
(x + 2)(х — 3)(x + 4) = + (2—3 + 4) x? + [2(—3) + 2(4) + (-3)(4)] x + 2(—3)(4) 
=X + 3х2 — 10x — 24 


+ (~1)(-7) 


4. Binomio al cubo 


(х+уђ? = x? + Зх2у + 3xy? + y 


Ejemplo: 
СИ -VD = ФИЗ) з@/З)'ф/2) + з3б/з)б/2)° 2) = 1 — зб/8%/2) + з(/з)®/3) 
= 13/18 + 33/12 


COROLARIO: Identidades de Cauchy (forma abreviada del desarrollo de un binomio al cubo) 


(x +y)? = х + y? + Зху(х + y) 


ia] +] зеде) E) 


5. Binomio por trinomio: suma o diferencia de cubos 


Atención 
3m $ 3n 


y 


Expresión general: | (х" + ул) (х2"" F ху” + уг") = x 


| 

Es necesario que recuerdes lo 
| siguiente: 

| 


[ +уў + (к-уў = 202+ al 


Ejemplo: 
(Мт —3)(%/49 + 33/7 +9) = 7 – 31/7)? + (7) (3) + (3)2) = 7)? – (3)? =7 -27 =-20 


6. Trinomio al cuadrado 


(+ y +2) =x + y? 4 22 + 2(xy + х2 + yz) 
Ejemplo: 


(p-3q= 5n? = p? + (34) + (51)? + 2[p(-3q) + р(—5г) + (—3д)(—5г)] = p? + 9q? + 25r? + 2(—3pq — 5рг+ 15qr) 


7. Identidades de Lagrange 
Con dos variables 
(a? + pepe +у2) = (ах + by)? + (ay – bx)? 


Con tres variables 


(a? pF с2)(х + y + 22) = (ах + by + cz) + (ay — bx)? + (az — cx)? + (bz — cy)? 


8. Identidad trinómica de Argand 


2 4 2m, 2n 


PAR A = An +у" 


: Veamos un ejemplo рага Іа 


9. Identidades de Gauss (identidades auxiliares) identidad tnnómica de Arganid 


A)| x+y? +23 – 3хуг = (х+у+2)(х2 + y? + 22 — xy – xz – уг) 492 + 2га +120442 — 2га + г?) = : 
| : 29)? + (200) + 20029)? — (290) +=: 
Ejemplo: ¿E + (2407 + 169 + 482 E 


. Si: a +b + c = 2; abc = 1; а? + b? + с? = 5. Determina: a? + b? + c? y ab + ac + bc O E ОЕ ? 


Resolución: 
Consideremos el trinomio al cuadrado y la identidad de Gauss: 
(a +b +0) = a? + b? + с2 + 2(ab + ac + bc) x+2y=4 
z х у o 
Donde: x=2 
a? + b? + с? – 3abc = (a + b + c)(a + 02 + с^ — ab — ас — bc) ыш 4 
v \ ы y 2 2 2 у = 


5 1 2 X y 


Reponiendo las expresiones: x = а^ + b? + с^ = 2 
y=ab+ac+bc= 1 
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El dominio de los principales 
roductos notables es 


siguientes 
al el de 


"factorización". 


ractica varios ejercicios 
para logres memorizarlos 
adecuadamente. 


Observación 


Considera los casos 
especiales en IR: 


En general: 

Si: 

Py +т"=0 
ух + ly + 22 +..+” Ут =0 
Donde "п" EN 


Entonces: 
x=y=z=..=m=0 
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Si: p? + q? +12 = pq + рг + аг. Determina: М = 


Si: a? + 02 + с2= 0, simplifica: А = 


Por condición: а= b =c = 0 => А = 


X+y+Z 


B) (x + у)(х + 2)(у + 2) + xyz = (x + y + 2)(ху + xz + уг) 

Ejemplo: 

• Considerando los datos del ejemplo anterior, determine: (a + b)(a + c)(b + с) 
Resolución: 


Como se pudo apreciar del ejemplo anterior: ab + ac + бс = 1 


Luego, de esta última identidad: (a + b)(a + c)(b + с) + abc = (a + b + c)(ab + ac + bc) 


1 2 1 


Obtenemos: (a + b)(a + c)(b + с) = (2)(1) - 1=1 
ai 


Crysis L (x+y + беу) +(x- z+ y- z3 


2 


10. Identidades condicionadas 


Si: x + y + z = 0, entonces: X + y? +z? = – 2(ху + XZ + уг) 


Ejemplo: 
2 2 2 
Sia+b+c=0. Calcula: T = (a + 0)< + (a +c) + (b +c) 
ab + ac + bc 
Resolución: 
Desarrollamos los binomios al cuadrado: 
2102102 
y] АШ м, BOSA |. NE 7 
Ер ут ШЫ 2+1)=2(—1)=—2 


Ejemplo: 


/. (a + bla + с)(б + с) = 1 


(р + a) (p +1) (9 + г) + 122pgr 


(9 – p)? + (r— p)? + (r— a)? + 10(р? + 9° + г) 
Resolución: 


Según la condición, se concluye: p=q =r 


Reemplazando en M: M = (291201129) + 122 g” = 130 _ 13 


0 + 10(9)(3) 307 3 


Caso especial en IR: 


Si: x? + y? +z? =0 es posible si y solo si: x = y = z = 0 


Ejemplo: 


(а — 3)* — b(c — 1)(a — 2) + 10(b — 1) +9 
(a + 1)(b — 5)(c? — 9) — (а — 1)? + 19 


Resolución: 


(-3)-0+10(0— 1) +9 


45 +18 63 


11. Desarrollo de un trinomio al cubo 
(X +y +Z)? =x? + y + 2° + Зх2у + 3х22 + 3xy" + 3y%z + 3x2? + 3у22 + 6xyz 


33 +у? ere Зху(х + y) + 3х2(х + 2) + 3yz(y + z) + бху2 


) 
X +y +Z)? =x + y + Z? + 3(х + y + 2)(ху + XZ + yz) — 3Xyz 
) 


х+у+2) = 3(x + y + 2)06 + y? + 22) — 2(х + y? + 23) + 6xyz 


(0+ 110-5109) -(0- 1 +19 (MEE) -1+19 


Problemas 


Resolución: 


Por identidad de Legendre: 

(a + 6) + (а – 0) = 2(а2+ 62) ...(1) 
Por diferencia de cuadrados: 

(a — b)(a + b) = a? — b? ...(2) 
Reemplazando (1) y (2) en: 

(a + b)? + (a — b)? + (a + biía — b) + 2b? 
= 2(a? + bô) + a? — b? + 2b? 

= 2a? + 2b? + а? — b? + 2b? 

= За? + 3b? = 3(a? + b?) 

Por dato tenemos: 

3(a? + bô) = 3(7) = 21 


Resolución: 
a+b+7=x 
> a+b+8=x+1 
= a+b+6=x-1 


Reemplazando: 
R=x - (x + 1)(x— 1) 


Por diferencia de cuadrados tenemos: 
В= х2 (2-1) 

R=xX -x +1 

R=1 


Resolución: 
Del dato tenemos: 
x?-4x-1=0 
e -1=4=х- Ll =4 (1) 


Elevamos (1) al cuadrado: 


Elevamos (2) al cubo: 


3 
(Eti) 
X 


resueltos 


6, 1 _ 493 2,1 
+ -g 18-30% +2) 


X 
х5 +1. =18°— 3(18) = 5778 


>< 


Resolución: 


Haciendo: a+b=x A c+d=y 


Reemplazando: 

(x+y)? = 4xy 
х2 + 2ху + y? = 4ху 
х2 – 2xy +y =0 

к-у*=0 

>x=y 

Se tiene: a +b=c+d 
b-c=d-a A a-c=d-b 


Piden: 
_a-c,b-c 

M= jeb aa 

Reemplazando tenemos: 


_d-b b-c 
ште үл тес 


М=1+1=2 


Resolución: 
Recordar: si:a+b+c=0 
=a +b? + с? = 3abc 


Del enunciado observamos que: 

(VT -= 43) + (03 – 75) +(V5 – Ут) =0 
Luego se cumple: 
та ж\з Бу ыз ту 
= 387-1313 Б 4/7) 


Reemplazando tenemos: 


y TIN БУЕ AT) 
OT- /З)(/3 — /5)(/5 — УТ) 
=з 
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Resolución: 


Por identidad de Legendre: 
(а + by? – (a – b)?=4ab 
Reemplazando en S tenemos: 


_ 4(бх) 4(3х) 4(6х) 
s= X a 2x 3x 


+ 


Resolución: 


Simplificando: 


(Y Va + Vo? 2 ав (Va — vD) +2//5(У/а +45) 


Binomio al cuadrado 


=y Y (а + УБ (Ма — УБ) +2/b(/a + б) 
= у (Ма +vb) Vya — УЬ) + 2/0 (Уа + УЫ) 


Diferencia de cuadrados 


E=vVa—b+2Vab + 2b 


E=vVa+b+2Vab 


Binomio al cuadrado 


= У/(Уа + У) 
Е= Ма + у 


Resolución: 


Dato: 


x+1=3 
X 


Al cubo: 
x+ F + 3002) + t) =27 


Ф+-1+3(3) =27 
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=S = 20 + 6 +8 = 34 


Nos piden: 


M= (x + ү + х) 


1 


1,1 zle 
x ГГ x 


1 

М= х рх х 
М=х+1+1+х73 
Reemplazando (1): 


М= Xx +x%+2 
M=18+2=20 


Resolución: 


Efectuamos ‚ 

x + 200)? + 
x + 200)? + 
x + 200)? — 
– (x — 200)? 


Por identidad de Legendre: 
= 4(x)(200) = 800x 


Resolución: 
Si: xt = yf + 24 > х – yf = 24 
(КЁ + у?) — у?) = 24 
A 


+x х 


+ (200 — x}? 
+ [-(x — 200)? 
(x — 200) 


Dato — 6(х2 — y”) = 24 


Luego: х= y? =4 


— (х – 200)? 
— (x — 200)? 
- (х – 200)? 


Ф COCIENTES NOTABLES 


dA DEFINICIÓN 


Son los resultados de las divisiones de la forma conocida (x" + y”) + (x + y), que se pueden escribir en forma 
directa sin efectuar la división correspondiente. 


CD FORMA GENERAL DE UN COCIENTE NOTABLE (CN) 


El desarrollo del cociente 
notable tiene n términos. 


+ El grado del cociente es: 
= | 

Casos 

Se presentan los siguientes casos: 


¿ No olvidar los signos de los 


¿ términos: 
Donde n es par o impar. } n: paro impar 
Ejemplos: 
xi y 
1 СУ = xê + у хбу2 + у + х2у* + ху + уб 
1 Теп en cuenta los signos de 
6_ |6 1 los términos: 
Ху 5, уд СЕ 4,15 ¿ n: impar 
= ху+ху ху +ху +y КЬ p 
AA : = =p аа 


Observación 


Cuando n es impar. 


+ El cociente notable es un 
polinomio homogéneo. 


Ejemplos: 
xX + у? 4,3 22 3,,4 А nom А 
1. ZFF =X -Xy + Ху – ху +y El cociente es un polinomio homogéneo de 4.° grado. 
С 
X +у _2_ 2 
2. ху =X – ху +y 
x + y? 62,5 42133, 204 5..6 
3. Ту =х-Ху+ху“-ху+ху – ху? +у 


Сиапао п еѕ раг. 


Ejemplos: 
4214 
х—у _з_2 2 5 
dl EY = X“ — Xy + Xy – у 
2 ES AS | 
` x+y 


уап aumentando 
de uno en uno. 


xy | 
IV. Рага el caso de: z E | ; este NO es un cociente notable, sea n par o impar. 
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ПП TÉRMINO GENERAL 


па П 

Si: — — y es un cociente notable y t, es el término que ocupa el lugar k en su desarrollo, entonces: 
t= (signo)x" =* yk=1 |1 <k<n 
Atención 
Ejemplo: 
ООР а? — p? 

Calcula el quinto término de: р 
Resolución: 
Reconocemos que:n=12 y k=5 
Entonces: ts = (+)а!2 75. b571 = ab 


Lugar de un cociente notable 
xy’ 
х' + у° 


La expresión da lugar a un cociente notable si se cumple: 


= n.° de términos 


Los exponentes de la variable (x) deben disminuir de r en r; mientras que los de la variable (y) deben aumentar 
desens. 

También debe notarse que tanto p/r como q/s deben ser enteros y positivos ya que ambas representan al 
número de términos, del cociente notable correspondiente. 


Ejemplos: 


Identifica si las siguientes expresiones son cocientes notables. 


| ey! | хї? ув ii х® + y? 
x-y By y! х3 —у? 

Resolución: 

y Y 


= n.° de términos = 5 = - = 4 (es un CN) 


Entonces los exponentes de (x) disminuirán de 2 en 2, mientras que los exponentes (y) aumentarán de 1 en 1. 


x?-y 


8 4 
х – = - = 
Y 8-24 x Ayl y Byte y1+2 


x?-y 

8,4 

EL ly y? + y 

х= у 

12,6 

баш 2 Біте ¿22 E= 
IL y = n.° de términos = a. >> =-1,9 


Como el n.° de términos no es un número entero, entonces no es un CN. 


= n.° de términos = 18 = = = 6 


En este caso el n.° de términos resulta ser una cantidad entera, pero hay que recordar que la expresión 
n n 


Ky 
х— 


по se encuentra en los casos de cocientes notables. 


18 ra ya 


xX f 
Por lo tanto: —з———у-_ no es un cociente notable. 
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Problemas resueltos M 


ЕЭ Del cociente notable x? — у entre (x? — y) uno de sus términos es 
xy. Halla p + q. 


Resolución: 
2р/2 
pr — у% 


Sea el cociente notable: 2 
X 


El término de lugar k será: 
t= (ae ук 1 = By 


Donde: k-1=7 


Igualando exponentes: 
p-2k=8 = p=8+2k=8 + 2(8) 


p=24 
El número de términos estará dado por: 
E =q > q= 2 > 12=4 


q=12 
.р+@=36 


ED Calcula el cociente del tercer con el segundo término del desarrollo 


de: 
m-e 
/mn es. 
Resolución: 


Dándole forma de un cociente notable: 
(mn)? — (rs?! 3 233 3 3\2 
AA L mn? — ¿mn (5°) + {тп (rs?) 
Jmn + [5° 
РА 3" 
_ (587)? 


El cociente del 3.° con el 2.° término será: 


Jmn (1s?)? Е 3° ex pg? 
— {тп ^(г?5°) Е 26 Е Jmn 


ED А dividir х22 — 822 entre xê — 8°, se obtiene como cociente el 
polinomio P(x). 


Calcula: 


Resolución 
Dándole una forma adecuada y realizando el desarrollo del 
cociente notable: 

E — (8°) 
х= 8? 
>x = 8: Р(8) = (8) + (88) (8) + (88)(88) + (88) 

Р(8) = 4(88)' 


= (x)? + (°) + (6% + (8%) = Pay 


3 


Cálculo del valor de E: 


E:= (88)° 482) Z (88) Z 855 » ge 


4 


n E=8% 


|4] Si el cociente notable de: 


гра 
Tiene 5 términos, calcula: 


ml 


Resolución: 

El número de términos se expresa como: 

15 _ = 

з 5 =т= 5 

Nos piden: 

59+59%+5'+..+5+1 л = 
С 5—1 4 


15 / Calcula el número de término del cociente notable de: 
хп 1 
K= 

236 


Si se cumple que: tio . tso . ti00 =X 


Resolución: 


El número de términos está dado por: n 
Un término general estará expresado por: 

tk = x’ ak 
Recordar que el divisor es de la forma: x — a, luego todos los 
términos son positivos. 


Por condición del problema: 


236 

tto - t50 - боо = X 

(х" = 10,0 = Mgh = 190 х236 
+ 


п — 10) 


(п – 50) + (п – 100) _ „236 


xl =X 


Igualamos exponentes: 
3n — 160 = 236 


z. n = 132 


6 / El desarrollo de un cociente notable genera 37 términos, dos de 
los cuales (consecutivos) son: 


Жы уо e ШШ Ж; 


Calcula т. 


Resolución: 


Veamos la nueva representación: 


зү +З дт +5 эт +2 3т +6 
у) +) 


+ (6) у”) 
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De los términos que contienen: х? 


m+2=(n+3)-1 = т=п 
37 37 
-y 


> o 4 
Xx =y 


El término cualquiera se verá como: 


pa - Л = 


37-k ,k-1 зү +З 3m+5 


(0) (у) =0%) y) 


Igualamos exponentes: 

37 -К=п+3 37 - к= т+ 3 
и ж 7 
.m=7 


Resolución: 


X = 
Expresión de un cociente notable: а 
t, = СА = 39: 


n-4 4-1 


=p у =x 
GA=m(n-4)+3=39 
m(n — 4) = 36 (1) 


вэ y =y 


GA = m(n — 5) + 4 = 37 (disminuyen de 2 en 2) 


m(n — 5) = 33 (2) 
de (1), (2): тп 4m = 36 
mn — 5m = 33 
т = 3 


Lo solicitado: tg 


-8 8-1 = 
з= у = xey _.(3) 


Si:m=3 = mn = 33 + 5(3) 
mn = 48 
De (3): 
mn — 8m, 7_ 


tg =X y =х у=х y 


7 t= xy! 
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Resolución: 


Efectuamos: 


Factorizamos x4bn: 


_ уп ах^ёп-—“п -b 
ax? -b 


хеп —4bn _ b 


Si genera un cociente notable, se cumple: 
4an—4bn _ 1 
2 
= 2ап — 2bn=1 
г. 2an = 2bn + 1 


Resolución: 


Si genera un CN se cumple: 
m+n=m.n..(l) 


Por п.° de términos: 
т°+п°+тп _тп_, 
mê +n? mn 


m? +n? + mn =m? +n? 
т? +n? =m? -mn +n? 


(m+ п)(т? 2 


— mn + п?) = (т – mn + n?) 
>m+n=1 


De (1): 
m=m+n=1 


UNIDAD 2. 


O Ф FACTORIZACIÓN 


d CONCEPTO 
Es la transformación de un polinomio en una multiplicación indicada de sus factores primos o sus potencias. 
Considera las siguientes propiedades Atención 
1. El número máximo de factores primos que tiene un polinomio está dado por su grado. 
Ejemplo: x? + 5х2 — 10x — 7: a lo más tiene 3 factores primos. 
II. Los polinomios lineales (primer grado) necesariamente son factores primos. 
III. Los factores primos podrán ser: 
Simples: si su exponente es la unidad. 
Múltiples: si su exponente es mayor que la unidad. 
Ejemplo: 
El polinomio: Р(х) = (xf — 1)(2 + 3x + 1)(x +7)” aún no está factorizado, ya que falta descomponer: x* — 1 
Luego: Р(х) = (xX? + 1)(x + 1)(х – 1)(х + 3x +1)(x +7) 


Observaciones: х2 + 1 


х +1 А , 

М Son factores primos simples. 

х? +3х +1 

х+7 | Es un factor primo múltiple (su multiplicidad es siete, es decir, se repite 


siete veces). 


d MÉTODOS DE FACTORIZACIÓN 


A) Factor común (agrupación de términos) 

Se aplica cuando en todos los términos del polinomio se repite el mismo factor, al que se le denomina factor 
común. Para factorizar, se extrae a cada término del polinomio el factor común, (si este tuviese diferentes 
exponentes, se elige el de menor exponente). 

El factor común puede ser un monomio o un polinomio. 


Ejemplos: 
1. Factoriza: xy + + xy, se extrae: x? — ху iry у?) 
EA ше зд ш 
Factor común monomio Polinomio factorizado 
3 
х 


2. Factoriza: mên? + тЇр + тд, se extrae: m? — mon + mfp + т®д) 


AAA AAA A ч 
Factor común monomio Polinomio factorizado 
m9” menor 
exponente 


2 


3. Factoriza: т2х + z’n + т?п + 2'х 


2,7) 


Agrupando: El factor común polinomio es: m 
(máx + 27) + (z’n + т?п) л (m?+z)(x+n) 
әт Труд — 
х(т + 2') +n(z' +m 
( Jen ) Polinomio factorizado 
B) Identidades 
Consiste en utilizar las identidades algebraicas (productos notables) en forma inversa, es decir, del producto 


pasar a los factores. Los que se emplean con más frecuencia son: 


1. Diferencia de cuadrados 2. Suma de cubos 
х2" _ y” = qa e у(х" F y”) (хт + у(х?" _ хтуп + y”) = ym $ ya 
Ejemplo: Ejemplo: 
х8 уб P-P = (Хх + у®х® — у?) ваб +09 = (22) + (b3) = (2а? + b°)(4af — 222b? + b) 
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: A menos que se indique lo 

¿ contrario, cada factorización į 
: debe realizarse hasta obtener : 
} factores primos en Q. Cada | 
: uno de ellos con coeficientes 

: enteros. Esto se define como 

} factorización еп О. 


Recuerda 


Mx?" Py?": son llamados 


Recuerda 


d si 


c si mino, 
debemos со! r con 
ceros. 
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3. Trinomio cuadrado perfecto (tcp) 4. Diferencia de cubos 


ES OEA y) =" y 
Ejemplo: Ejemplo: 
49х'% — 42x%y? + 9y* = 7300,9 _ 77300,6 _ (7100,33 _ (710,28 
(7x? y = 2(7x? )(зу?) + (зу? = (7 – зуг) ra = TA + y? + TN 


C) Aspa simple 
Se emplea para factorizar trinomios que se adecúan a la siguiente forma: 


F(x) = Mié” + Nx" +P G(x; y) = Мх2" + Му" +Ру | M,N, P#0; {m;n} € z* 


Procedimiento: 

• Ordenar el trinomio y descomponer cada uno de los términos extremos en un producto de factores. 

• Estos factores se multiplican en aspa y se debe cumplir que la suma de los productos sea igual al término 
central. 

• Al cumplirse lo anterior, los factores se toman en forma horizontal. 


G(x; у) = Мх2" + Nay" + Py? 


Мух" Py" тп т п т п 
Мух" рес py" М;Рх у + MP qx y = № y 
7. G(X; у) = (М{х + Ру?) Мх" + Pay”) 
Ejemplo: 
Factoriza: K(x) = (2x? + л)? - х(2х2 +7) – 6х2 
Resolución: K(x) = (2х2 + 7} - х(2х2 +7) – 6х 
2х? +7 2x 2x(2x? +7) 
2x2 +7 ке со, – 3х(2х2 +7) 
—x(2x? + 7) 
 К(х) = (2х + 2х + т)(2х2 – 3х + 7) 


0) Aspa doble 
Empleado para factorizar polinomios transformables de la siguiente forma: 


r * + 
E(x; у) = ©х2" + Нхту" + ly KN +1} im; n EZ 


Procedimiento: 

* Se trazan dos aspas simples entre los términos: Gin y ly 
los términos: Hx™y" y Ку". 

• Se traza un aspa grande entre los extremos: Ох2" y L comprobando también соп el término: Jx™ 

• Se toman los factores en forma horizontal. 


al ly? y L comprobando, respectivamente con 


Ejemplo: 
Factoriza: S(x; y) = 19x? + 6х — туз – y +8- х2у? 


Resolución: 
Según el procedimiento: 


S(x; y) = 6x' – xy – y + 19х°— ту? +8 

зх у? 8 
< o> аш 

a Жа, 7 


ѕра: 
(1) 22у _ зхдуз _ уду? 
(2) у? - 8y? = =y z. S(x; y) = (3x? + у? + 8)(2х2 - у? +1) 
(3): 3х2 + 16х2 = 19х2 


Азр 


E) Aspa doble especial 
Generalmente, se aplica para la factorización de polinomios de 4.* grado de la forma: 


EE A 


Procedimiento: 


En el ШЕ ы Pe doble 


* Se descomponen Gx" y K, luego se calcula la suma del producto en aspa. | 
* La suma obtenida se resta de Ix”. 
• [а diferencia que resulta se descompone en dos factores para comprobarlos con Hx?” y Jx’. 


Ejemplo: 
Factoriza: M(x) = 15х29 — 16x" — 6x? + 9x? — 2 
Resolución: M(x) = 15х20 — 16x" к FDO = 


10 
“ al з" 
0222 е е 1 
Verificamos: 
(1): 6x 5x0 =x" > falta: —7Хх = (—7°)(х? 
(MÁ) 
(2): —21х° + 5x0 = —16х'° 
(3): 2 + 7% = 9х° 
М(х) = (5x — 7x? + 2131 + xX – 1) Así, en 2. ЕЕЕ 
5? -2 В(х) = x - 7 -13x-7 
a Si reemplazamos: x = —1 


BEDE – 7(- a 


М(х) = (5x? — 2)(х° — 1)(3х19 + х5 – 1) 
М(х) = (5° — 2)(х – 1)(х* + х? + х2 +x + 1)(3х'0 + 1) 


F) Divisores binomios (evaluación binómica) 

Se aplica a polinomios de cualquier grado, generalmente con una sola variable, siempre que tengan por lo 
menos un factor lineal (primer grado: ax + b) 

Por el teorema del resto consideramos: 


Si: А(х) + (x-a) = R=A(a)=0 = (х – а) es un factor o divisor de A(x) 


Posibles ceros racionales (PCR) 
Estos se determinarán según el caso general: 


PCR =+ { Divisores del término independiente | 


Divisores del coeficiente principal 


Reglas: 


R1: calcula los PCR. Veamos: mayor exponente 
R2: comprueba si alguno anula al polinomio, luego deducir el factor que anula a dicho polinomio: “a” es cero Rm=3-7e+2x-1 Lu 4. 
= А(а) = 0 = (х – a) ез un factor o divisor. 2 
Si se anula рага: Coeficiente ар (20) 
x=7 =>x-7=0 (x— 7) es un factor o divisor 
x=-9 =x+9=0 = (х+9)е un factor o divisor 


x=- 5 7x+3=0 = (7x+ 3) es un factor o divisor 


R3: al polinomio dado se le divide entre el factor o factores binomios obtenidos en la R2, el cociente de esta 
división por Ruffini es el otro factor del polinomio. 


Ejemplo: 

Factoriza: M(n) = 2п°+п?—7п—6 

Resolución: 

er РСК = + [7981 [лезде лыш) 
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Observación 


| ш: 


t | 


Observación 


El manne de forma r un trino- 


de una “suma о diferencia. l 
de cubos: 


х9+1=(х+1)(©+х+1) 3. 
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R2: para: n = ¿MI >) =2( 3 +( a] 


Luego, un factor es: (2n + 3) 


(El cociente que se obtendría sería de 2.° grado; con la posibilidad de factorizarlo por aspa simple) 


R3: por Ruffini se obtiene el otro factor: 


2n+3=0 |2 1 -7 |—6 
-_2 
2 2 —2 —4 0 
1 A+ -2 
A 


Cociente: 2.” grado 


G) Artificios de cálculo 
T 


Cambio de variable 


Si dos o más términos se repiten constantemente es recomendable hacer un cambio de variable que 


> М(п) 


*. M(n) = 


) 6 = 0 (cero) 


= (2n + 3)(n? — n - 2) 


n —2 
n b 


(2n + 3)(п — 2)(п + 1) 


permitirá transformar una expresión aparentemente compleja en otra más simple. 


Ejemplo: 


Factoriza: L(x; у) = 6(x2 + у? + 1) = (24у? + 1)= 


Resolución: 


2 


Buscando la expresión: + y + 1 que se repite constantemente: 


Læ у) = 6(х2 + у? + 1) pd + y +1) – 


· Hacemos el cambio de variable: t=x?+ у? + 1 
L(t) = 6 — 4t - 2 = 2(3 — 2-1) 

e Factorizando рог aspa simple: 
L(t) = 2(3É — 2t 1) = 2(3t + 1) – 1) 


3t +1 
yaa 


• Reemplazamos: és у? +1=1 = L(x; у) = 2[3( 


Lx Уу) = 2(3x? + зу? + 4)(х + уЗ) 
Reducción a diferencia de cuadrados (quita y pon) 
Si aparecen exponentes pares, buscar un tcp. 
Ejemplo: 
Factoriza: Bla; y) = af + 4y* 
Resolución: 


El 


2 


1104 y +1 1) 


Tenemos: (a?) + (277. para transformarlo en un tcp, necesitamos: 
2(а2)(2у2), entonces quitamos y ponemos: 4a?y? 


Bla; y) = а*+ да?у? + 4y – 4а?у° = (a? + 29 - 


Bla; y) = (a? + 2y? + 2ау)(а2 + 2y? — 2ay) 


Sumas y restas especiales 


(2ау)? 


Si aparecen exponentes impares, se procura formar una suma o diferencia de cubos: 


Ejemplo: 
Factoriza: (х) = х? + х +1 
Resolución: 


Sumamos y restamos todas las potencias de x que faltan: 


Zolta = ORAR 


= XX +х+1)-х ÉS х 1) + + (х2 +х+ 1) 
Extraemos: х2 + х + 1 
co (х) = (+ x + 1)( — x2 + 1) 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Р(х) = xê + 8x? 
P(x) = хе +42 + 42 1 Resolución: 
А F(x) = (X? + х + 1)2 – 16x(x + 1) + 23 
Ѕитатоѕ y restamos: 4х E 3 { 
Р(х) = хе + 4х + 4х2 46 + 42-1 = (Х°+х+1)° – 16(х + x) — 16 + 16 + 23 
5 = = (х2 + х + 1)? 16( 


- (3 2 _ 2402 
ыо Мы шше" 
Luego: (К +х+1) 3 


Р(х) = (X? + 2X? + 2x – 1)(х? — 2X? + 2x + 1) 


— 1, dando forma: 


х2 +x+ 1) + 39 


Resolución: 
Restamos y sumamos el término x: 
X =х+Х+=Х°+1 


=X—x+x+x+1 
X-X 


=x – 1) + x + xx +1 
а 
= xx 1)(х2 +x + 1) + (х2 х+ 1) Resolución: 


25 (х2 +х+ 1)(х(х — 1) + 1) F(x; у) = (x + у)*— 5ху(х + y)? + 6xéy" 


ое = 6(ху)2 – 5ху(х+ у)2+ (x+y) 


Е 2 

al == + 1) х1) ay =l D 
(х + y) 

= [xy — (x + y) [2ху — (x + y) 

= (фу – 2-0 – 2хујдху– х2 – уг – 2) 

= (ху -xX -y2 – y) 

Resolución: = (2 — xy + удо + y?) 

Р(х) = х(х + 1)(é —7) –6 

Operando: Р(х) = x? + xt – 7х2 - 7х — 6 


Luego, el mayor factor primo es: a y? 


Factorizando por divisores binómicos: 
1 1 0 -7 -7 -ô 
2 2 6 12 10 6 
13 6 5 3 Resolución: 
Formamos un trinomio cuadrado perfecto (sumamos y restamos 4х0): 


Р(х) = (х – 2)(х* + 3x? + 6x? + 5х + 3 
A а М) = (0) + 52+ 602 + 402 — д2 
е > 3= se | 
+1= e Мх) = (Х®° + 10x? + 5? — (2x)? 
та Мх) = (x2 + 5)? – (2х)? (Diferencia de cuadrados) 
Falta: 2х2 = (+2x)(+x) ; a 
> Р(х) = (х – 202+ х+ 1)60 2423) NOY = отко әд) 
`- Р(х) = (x= 2)(х^ + х + 1)(х° + 2х + 3) Ordenando: 
Tiene 3 factores primos N(x) = (+ 2x + 5) — 2x + 5) 
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ЕЭ о de factorizar, indica el número de factores primos 
lineales de: 


F(a; b; с) = (a — b)(a + b)? + (b — c)(b + 0)? + (с— а)(с + а)? 


Resolución: 


F(a; b; с) = (a — b)(a + b)? + (b — c)(b + с)? + (с а)(с+ а) 


= (а – 0)(а? + ab + 02 + ab) + (b — c)(b + bc + с^ + bc) 


2 ` 


а3— 3 bè- c 
+ (c — a)(c? + ac + a? + ас) 
-a 
= а? — b? + (a — b)ab + b? — с + (b — c)bc + c? — a? + 


(c — а)ас 
= (a — bjab + (b — c)bc + (c – а)ас 
= ab – ab? + b% – bc? + ac? – ate 
= b(a? — с?) — b'(a — с) – ac(a – с) 
= (а — c)[b(a + с) — 02 — ас] 
= a – oJlab + bc — b? – ac] 
= (а — с)[Ы(а — b) – c(a — b)] 
a — с)(а — b)(b —c) 


7. Entonces, hay tres factores primos lineales. 


ED Suma los factores primos, luego de factorizar: 
Ría; b; с) = a? — b? — c? + 2(a + b — c + bc) 


Resolución: 

R(a; b; с) =a? — b? — c? + 2(a + b — c + bc) 
=a? — b? — с2 + 2a + 2b — 2c + 2bc 

Agrupamos: 

= а? + 2a – (b? +0? — 2bc — 2(b — 0) 

= а? + 2а – [(b — с)? — 2(b – с)] 

= а? + 2а+ 1 – [(b – 0)? — 2(b — c) + 1] 


T.C.P 
=(a +1} - (b-c- 1) 
Por diferencia de cuadrados: 
Rí(a;b;c)=(a+1+b-=c-1)la+1-b+c+1) 
=(a+b-c)(a-b+c+2) 


T.C.P 


г. Suma de factores: 2a + 2 = 2(a + 1) 


ED Factoriza: 


AJab(x? — y?) + xy(a? — b3)]2 + [(a? — Ь®(х? — y?) — 4abxy]? 


Resolución: 
Sea:ab=m х^—у^=п 
ху=г a-b =p 
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= La expresión quedaría: 4(mn + rp)? + (pn – 4тг)? 
Operamos: 4т?п? + 8mnrp + дпр? + пёр? — 8mnrp + 16m? 
= Agrupando convenientemente: n?(4m? + р?) + 4r7(4m? + р?) 


Luego: (4m? + р?)(п2 + 4?) 


Reemplazamos: 
= иа? ш (a? Е 7? Е PY? + 42y 
= EN ybr 2а2р®)(х* + 22ү? + у?) = (a? + b2)? : (х2 + а 


10 ) Factoriza: 


к=к л = 
Resolución: 
Observamos que la expresión dentro del paréntesis proviene del 
6 
cociente notable: 1% 
1=x 
6 
>E= E -x ) ВЕ: 
1-х 
= а o da 
(1-х) a 
6 у12 5 6_,7 
Efectuando: 12X +Х =x + 20-х 


a 
(1—х°)—х^(1—х°) 
(1 


Agrupando convenientemente: 


© 


Desarrollando por cocientes notables: 


Е=(1+х+ х2 e tx + х®) 


111 4 Al factorizar: 
Р(х; у) = (x + y)? + 6x + бу + 7(x + y + 3) + 19 
¿Cuál de los factores obtenidos posee mayor valor numérico para 
cualquier valor de x e y? 


Factorizando: E = 


Resolución: 
Ordenamos y agrupamos convenientemente: 
= (х+у)2+2.3.(х+у) + 32+ 7(х+у+ 3) + 10 


Т.С.Р 
= (х+у+ 3)2+ 7(x + y + 3) + 10 


(х+у + 3) +5 
АЕ а 


> Р(х; у) = (x + y + 8)(x + y + 5) 


<— Por aspa simple 


г. Para cualquier valor de x e y, el factor que toma mayor valor 
númerico es: (x + y + 8) 


MCO Y MCM 
O FRACCIONES ALGEBRAICAS 


© MÁXIMO COMÚN DIVISOR (MCD) 


El máximo común divisor de dos o más expresiones algebraicas es la expresión de mayor grado posible 
contenida como factor, un número entero de veces, en dichas expresiones. 


d MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO (MCM) 


El mínimo común múltiplo de dos o más expresiones algebraicas es la expresión de menor grado posible que 
contiene un número entero de veces, como factor a dichas expresiones. 


Procedimiento a emplear para determinar el MCD y el MCM de dos o más expresiones algebraicas: 
1. Factoriza las expresiones dadas. 

2. El MCD estará formado por los factores comunes con su menor exponente. 

3. El MCM se formará con los factores comunes y no comunes con su mayor exponente. 


Ejemplos: 
1. Halla el MCD y el MCM de: 6х2у'21°, ax yz 

мс0(6х2у7210; 9x7y3z5) = 3x 242%, МСМ(6х2у7210; 9х7у325) = 18х7у!210 
2. Halla el MCD y el MCM de: 


М(х) = (2x + 1)%(х — 7) (8x + 2) 
N(x) = (2x + 1)(х — 7)(х — 9) 


MCD(M(x); N(x)) = (2x + 1)2(х — 7)°; МСМ(М(х); М(х)) = (2x + 1)%(х — 7)%(3х + 2)(х – 9) 


d FRACCIÓN ALGEBRAICA 


Una fracción algebraica es el cociente de dos expresiones algebraicas, en donde la expresión que representa 
al divisor es diferente de cero. 


Ejemplos: 


29menb?. 5x —b?. a+b .1 
3mny y 3x + 10bn” (x — y? + abex' X 


Clasificación 

l. Fracciones propias 
El numerador tiene menor grado que el denominador. 
Ejemplos: 


Pre 2. alb! +36. 2x1 +7 
Dyrx—10 82.76 0] 4 


ll. Fracciones impropias 
El numerador tiene grado mayor o igual que el denominador. 


Ejemplos: 


Хьх+1, 4®+3а—1. + 2x1 
+х+1 40 +а2 1 2x1 


Ill. Fracciones homogéneas 
Presentan iguales denominadores. 


Ejemplo: 


5 х'+2х+1. 35y +x? 
xy—1° ху—1 * ху—1 


_ A. EI MCD de dos o más 


dad y su MCM el 


para dos polinomios 
imple: 
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• Para toda fracción 
ob: 3 signo: 
numerador, deno 


¿4 3-2x_, 2-3) 
X= X= T=% 


(1) (1) 


Кесчетда 


Operaciones con fracciones 


[x | 


= 
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IV. Fracciones heterogéneas 
Presentan diferentes denominadores. 


Ejemplo: 


(2х+1) O х?—2х—3—1 
3х—1' 3—1 2x+1 


V. Fracciones equivalentes 
Dos fracciones son equivalentes si toman los mismos valores numéricos para todos los valores admisibles 
de sus variables. 


Ejemplo: 
Xd 
e =1 


VI. Fracción compleja o compuesta 
Cuando al menos uno de sus términos es una expresión fraccionaria. 


Ejemplos: 
1 x+1 
х2 Е Xx 
1043 х+1 * x—1 
X х—3 


Vil. Fracción de valor constante 
Cuando asume el mismo valor numérico para cualquier sistema de valores asignados de sus variables. 
Ах? + Ву% +С 


Si la fracción: Е 
Mx" + №? + Р 


adopta un valor constante, se cumple que: 


Vill. Fracciones irreductibles 
Son aquellas en donde las componentes de la fracción expresada como factores son primos entre sí. 


Ejemplos: 
2 аз +362, у-3. x-1 
х+2' агр’ 2х+1' х+9 


Operaciones con fracciones 
1. Para sumar o restar fracciones es necesario hacerlas homogéneas. 


Ejemplo: 
x+9 х+10_ (х+9)(х+11)—(х2—100) _ x +20x+99— х2 +100  20x+199 
x—10 x+ (х — TO) («+ 11) AO RAN 0 10) + П) 


2. Para multiplicar fracciones, se multiplican denominadores у numeradores entre sí. 


Ejemplo: 


x+7\/x+3\_ AH 10x + 21 
Х=З) 4-1) х2 4х3 


3. Рага dividir fracciones, se invierte la fracción que hace de divisor. Luego multiplicamos numeradores y 
denominadores entre sí. 


apra la re] 


También la división se puede expresar de la siguiente manera: 


Ejemplo: 


— 10 
КЕЗ _к—10к+7) _2—%—70 
O ЕК) ву 9 


X+ 


Simplificación de fracciones complejas 
Aplicamos las reglas anteriores hasta que al final se multipliquen los extremos para obtener un nuevo numerador 
y un nuevo denominador. 


Ejemplo: 
Simplifica: 


SO ыу 
© х+у x-y 
x-y x+y 


• Operamos en el numerador y denominador de Z, luego simplificamos: 


2 2 
хуг y Ey (х2 уд) у? 
о-у Y Y) EA) эу 
х+у_х-у (х+у)2 (х – у)? М. ку 
ху ху (x + y) (x — у) Х 


Descomposición de fracciones еп suma de fracciones parciales 
Esto es el proceso inverso a una suma o diferencia de fracciones. Lo que haremos será partir de una fracción 
racional y transformarla a una suma de fracciones simples o parciales. 


Tomemos en cuenta las siguientes consideraciones: 

1. La fracción debe ser propia, caso contrario dividirla (puede ser por Horner) de modo que tengamos un 
polinomio entero más una fracción propia. 

II. Simplificar previamente la fracción (hacerla irreductible). 

Ш. El polinomio del denominador debe ser factorizado. 


Casos que se presentan 
Caso l: 

Cuando el denominador presenta factores de primer grado NO repetidos de la forma: (x + a) 
M 
х+а 

МХ) А ,_B 
(x+a)(x+b) х+а xb 


Se considerará tantas fracciones parciales de la forma: como factores de primer grado existan: 


Caso І: 
El denominador presenta factores de primer grado repetidos de la forma: (x + а)" 


En este caso asumir “n” fracciones parciales de la siguiente manera: 
N(x 
(ХА ,_B С 


(«tay х+а (х+а)2 К (х+а) 


3 


3.% grado = 3 fracciones parciales 
Ejemplo: 


2 
Expresa como la suma de fracciones parciales: ERA 


(х + 1)(х – 3)? 
Resolución: 
• La fracción cumple con las consideraciones establecidas; presenta un factor de primer grado no repetido y 
otro que se repite dos veces, luego: 
9x"—-49x +54 __A , ВС 
2 1 x-3 2 
(х + 1) (x— 3) х + (х—3) 


• De donde: 
9х2 — 49x +54 _ Alx — 3)? + B(x + 1)(x — 3) + C(x + 1) 
(х + 1)(х— 3)? (x+ 1)(х— 3)? 
• Cancelando denominadores: 
9x? — 49x + 54 = A(x — 3)? + B(x + 1)(х — 3) + C(x + 1) 


Para x = 3: 12 =4C =C=-3 
Рагах = –1: 112 = 16А > А=7 
Рагах = 0: 54=9A-3B+C = В=2 

2 
Finalmente: 949x454 7 ,_2 3 


(+ ta) Х+1 x-3  (x-3) 


K 


e Considera el siguiente 
criterio para transformar 
una fracción impropia a una 
propia: 
+ 8x-19 _ (é+8x-9)-10 


x+9 Í x+9 


Recuerda 


_ Para la descomposición 
_ de fracciones en suma 


"Dos polinomios idénticos 


лтеёгісо para cada sistema 
de valores asignados a sus 
_ variables". 
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ED Encuentra el MCD de los polinomios: 
Р(х = хі 5х2 +4 
Q(x) = + x? — 4х – 4 
R(x) =x- 22-х +2 


Resolución: 


Р(х) =- 4)0é — 1) 
(x— 2)(х + 2)(x — 1)(х + 1) 


MCD(P(x); О(х); R(x)) = (х – 2)(х + 1) 


=x -x-2 


ES Halla el grado absoluto del MCM de los polinomios: 
Ах; у) = х — ху°; В(х; y) = (х + у(х +y’) 


Resolución: 

El polinomio A puede factorizarse: 
А(ҳ y) =x- y”) 

Ах; у) = хо +y — y”) 

Ах; у) = х(° + у(х — у)(х + у) 


(Diferencia de cuadrados) 


El polinomio B no admite otros factores: 

Blx y) = (6 + у(х + у) 

Entonces el MCM de A y B será: 

MCM(A; В) = x(x? + уђ(х y)lx — y)0é + у) 


El grado absoluto de este MCM será la suma de los grados 
absolutos de cada factor: 
GA=1+2+1+1+4=9 


ED Halla el MCD de los polinomios: 
Р(х) а – айх а Их О(х) = ax aa 


Resolución: 


Factorizamos P(x) y Q(x): 


Р(х) = а(а* – х?) — x(a“ – x^) 
Р(х) = (а*— ха – x) = (a? + х°)(а7 — х?)(а – х) 
Р(х) = (а? +x Ma + х)(а — х)(а – х) 
>P(x) = (a? +x Ma + х)(а — х)? 
° QU) = 1 — х2) ela? — х2) = (a? — х2(ах – х2) 


Los factores comunes con su menor exponente son: 
(a +x) y (a - х) 


г. MCD(P; Q) = $ 


(a + х)(а – х) 
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ЮЭ Calcula (a – b), si 


АЕ ADE " 
гает ки оо 


Resolución: 
Efectuamos el segundo miembro: 


4x-7 а(х–2) +0(х– 1) 
EE 
4х – 7 = (a + 0)х – (2a + b) 
De donde: a+b=4 (1) 
2a+b=7 (ll) 


De (I) y (l):a=3Ab=1 
Piden: a-b=3-1=2 


ES Simplifica: 


ПЕ, 6m + 12 
m+2 
Re m+5 
па. Him- 22 
m-—2 
m+?7 
Resolución 
m41 6т+ 12 т? + Зт + 2 — 6m — 12 
т +2 т +2 
R= m+5 R= m+5 
їй 4 +„11т—22 т? бт + 8 + 11m — 22 
m-—2 m-—2 
т+7 m+7 
т? — 3m — 10 (m + 2) (m —5) 
— M+? — m+? _ 
R= m45 R=- m+5 
т? + 5m— 14 (тї + Т}(т—2) 
т —2 m-2 
m+7 m+7 
m-—5 
Rs M+5 _M=5 
m+?7 т+ 5 
m+?7 
B Simplifica: 
x—1 
K 
X+2 AE] 
y Х=2 
x+1 
Resolución: 
зыш х1 
x+2- х°+2 +2 
х2+х-х+2 2 1 
Хх +1 х2 +2 
х +1 
x—1 2 Е 
(х2+2)(х+1) X+2=x=1 
х+2 7 
(x +2) 


0 POTENCIACIÓN 


CD) FACTORIAL DE UN NÚMERO 


Es el resultado que se obtiene de multiplicar todos los números enteros y positivos en forma consecutiva desde 
la unidad hasta el número dado. 


Notaciones: | 
Se denotarán con los símbolos: L_,! Tienen como significado: “Factorial de” 
Ejemplos: "fectoriales de los números 


16 =61=6.5.4.3.2.1 enteros y positivos. 
19 =9/=9.8.7.6.5.4.3.2.1 si | 
[2x = (2x)! = (2х). (2х – 1). (2х – 2)....3.2.1 


Еп general: 


[п = п = п(п – 1) (п – 2)(п – 3)... 3.2. 1; donde: пе; n> Z мее 


0! =1! = 0 = 1 (absurdo) 


CD COFACTORIAL O SEMIFACTORIAL 3. EMATEN 
Está definido como: Ут; n e IN (0; 1) 


4. m! = m(m—1)! 
vm=1,me€lN 


„п (si'n” es par) 


el 
ASO 


әп (6і “п” es impar) 


Боек = pe 
Ejemplos: 
1. Z =711=1.3.5.7 2.[\6 =6!!=2.4.6 3. [111 =11!!=1.3.5.7.9.11 


Cl) RELACIÓN ENTRE UN SEMIFACTORIAL Y EL FACTORIAL 


1. Si n: impar 


анаа E _ n! 


2.4.6..(n=1) (2.2.2.2ў1.2.3.495 )) 


И. Si n: par 
11.=2.4.6....п= 201). 202).23)...2(9) = (2.2.2..2)(1.2.3..9) 


— mm | .. 
(5)veces E Observación 
2 


| Par 


n LX 
[ш = | Donde: n € N (par) | | 


Ejemplo: 
| Е 221 4n)! 2 
Simplifica: С = тут 
Resolución: 
a аа HA Еа опот — 1)! = (2n)! 
п = n— 1)! 
Ё ш 2-21) 
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Resultados importantes: 


1.CG=1;nelN 
2.Cp=1;¡nelN 
з.Сў=п;пєЄїї 


Recuerda 


ү у fraccionario. 
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d NÚMERO COMBINATORIO 


Se define como el número total de grupos que se pueden formar con “п” elementos tomados де “К” en “К”, donde 


cada grupo debe diferenciarse de otro por lo menos en un elemento. 


Se denota por: Сү; "Cy; пСк 
Se lee: combinaciones de “п” elementos tomados de “К” en К” 


Forma matemática: 


k factores 


cn — Mn 1) 2)...(n _ donde: п; k € IN 


E, 
k factores 


Propiedades de los números combinatorios 


l. Suma de números combinatorios 
n n _pn+1 
Ck + Скат = Скат 


Ck = ñ=k 


1. Propiedad complementaria 


Ш. Degradación de índices 


Ambos índices: ze 


c- 


Índice superior: 


Índice inferior: 


IV. Igualdad de números combinatorios 


CD) BINOMIO DE NEWTON 


Desarrollo del binomio de Newton con exponente natural (n € IN). 
Genéricamente: 


ta" S C a A ciat pra 


Ejemplo: 

Determina el desarrollo de: (x + 4y 

(x +4)? = Ch + СХА) + 034)? + СЗ (4)9 + CÌ (4) + С?(4)° 
= х5 + 20x“ + 160х° + 640x? + 1280x + 1024 


Cálculo del término general 


l. Contado de izquierda a derecha II. Contado de derecha a izquierda 
Ejemplo: 


En (2х3 – а, halla el término duodécimo. 


оба ОЗ e "= a 


Suma de coeficientes 


n 
Dado: Р(х) = (x + а)" = Эи Е; Observación 


La suma de coeficientes de Р(х) es: Р(1) = (1 + а)" = СЇ + aC? + a? C} +... + ас? 


Cuando: а = 1: Су + C? + C3 +... + Сп = 2" 


+” иЕе оо ү=2' 


п” es par: 
Co + C++ =27 


ta” 


De la misma forma se cumple cuando “n” es impar. 


Posición del término central 
|. Cuando п: par 
El desarrollo del binomio (x + а)" tendrá un único término central solo cuando “n” es par; luego la posición que 


ocupa ese término es: (> +1 ). 


Ejemplo: 


10 
(х2 — 8у?) 


5 5 
> te = (B41) = te = CPK) (8y) =- 20px у 


Il. Cuando n: impar 
En este caso existen dos términos centrales, luego las posiciones que ocupan esos términos son: 


erp чт) 


d DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y/O FRACCIONARIOS (n ¢ N) 


Coeficiente binómico 
Se representa por: (к) (notación de Ettingshansen); n € IR; k € Z* 


un Ami шы» «ү» Observación 
Se lee: coeficiente binómico de “п” sobre “К | 


En 


Siendo su desarrollo: 


К factores 


_ n(n = 1)(п – 2)...(п — (k — 1) 


1.2.3....к 
A 


К factores 


Ejemplos: 
Мдааа 
а 1.2.3 


/10 (/10 — 1)(410 — 2) 
6 
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Observación 


pequeñísimo, se cumple: 


[Mix = 1+ пх} 


: En general: 
• (a+b)! а! + 0! 
Donde a 
Lx bl! 
• (axblzalxb! ybson { 
• (az a diferentes : 
de0y1. 
aya 
* (ББ 
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Fórmula general: 


(x + a)” = (0) + (те + (еа + poa + ...oo términos 


Donde: n es negativo y/o fraccionario (n € IR): exponente del binomio 
El término general se calcula con: 


k factores 


AA keg 


Ejemplo: 
Desarrolla hasta el cuarto término: 


((—-?2— @ «je re х)? je X)? +o 


=1+2x4 CAES) e AAA 


(1-3%=1+2x + 3х2 +4x +... оо 


Fórmula de Leibniz 
Se emplea para desarrollar un polinomio de tres o más términos, elevado a un exponente natural. 


(A+B+C4..+XP= Y п! Ас BÈ CY DË „X° 


E ВТ S.A 


Donde: о, В, y, ... A € IN siempre y cuando: 


Desarrolla: (A+B + Су, usando la fórmula de leibniz. 


Ejemplo: 


Resolución: 


Usando la fórmula: (А+ В + C}? = 2 a ОР ГА В? CY 


Donde {о; В; ү, } c N, tal que: a +B + у= 2 


Entonces: 
a+p+y=2 
l l l 
0 1 1 
0 0 2 
0 2 0 a А 
1 1% Todas las combinaciones posibles 
1 0 1 
2 0 0 
En la fórmula: 
(A+B+C)? = 
2! 0611 2! 060/2 2! 0652/0 2! 1р1 0 
A иал "алш ГУ "ил ТҮ. T 1! 
21 


+з 0101 


(А + B+ С)? = 2ВС + C? + B? + 2AB + 2АС +A? 
Empleando este método, se obtiene el desarrollo de un trinomio al cuadrado. 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Nota: 


Sin es fraccionario o negativo, el número de términos es ilimitado. 


(х+а)" = s К. 


(1 +x) = о + С;?х? + Су + 
ciar аа (=3)(—4)(—5) з 
=1-3x+ qz + 123 X + 


= 1—3х + 6х2 — 10X +... 


Por lo tanto: La suma de coeficientes de los 4 primeros términos 
es: —6 


Resolución: 
n n 
(п + 1)5 = (1+ 1) 4 TON + +16 
- 0+0 n (1+1) дһ (1+1) п 
(п + 1)S = Co + 7 Ci +.. + n+1 Ch 


(ї+1)6-= AA on 


ДЕ Ч EA 
E O 
па) 


Resolución: 

И-И-И =!) 

с? - EY 1.1.3. да [2(к — 1) — 1] 

сї „ CIT 18.5 Tk- 1) 1.4.6.2) 


2k[2.4.6..2(k— 1)] 
5 _(—171.1.2.3.4.5.2(К—1) 
К жи Ж '[1.2.3..(к—1)] 


a _ ке _ (ч k-n 
к 291 (к< 2 UR == у 


1 
кеса 


Resolución: 


El número de términos del desarrollo: 
Р(х;...;х) = (ху +X +... + х) es: С1+'- 
En el problema: C?+5-1 = 495 = С1+4 = 495 
Сп+4 = 495 = Cl? 
>=n=8 
Piden: CM¿+4=1 = С] = 35 


Resolución: 


(х+3) 1 


|\+1+х+2+х+3 

(х+3ў.]к+1 

Кът + (+2) кв +(х+3)(х+2Дх+1 
(+3) 

(@(+х+2)+(х+3)(х+2) 

(х + 3) 
(х+3)(1+х+2) 
(х+3ў 
(+ 3) 
x=4 CS = (4) 


=7 


=75х+3=7 


Resolución: 
Si se tiene un solo término central, entonces b es par. Por fórmula: 


t= — = +1 
b 


b x b- у° z b х2 2 у° 2 
Luego: toz) = el у | ES o у? | t 


a(b/2) — b/2,,c(b/2) – b?/2 


(ыз+1) = Сәх у 
Por dato: exponente de x es 12 
exponente de y es 0 
Entonces: 
sa (01 De Ае: 
2а( 2) 2 =12 = b(2a-1)=24  ..(1) 
: be b? 0>c-b=0>c=b (2) 


De (1): b(2a – 1) = 8(3) = b=8^a=2 
En (2): с= 8 
Por lo tanto: a+b+c=8+2+8=18 
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RADICACIÓN - RACIONALIZACIÓN 


ŒA RADICACIÓN 


Es la operación que tiene como objetivo calcular una expresión llamada raíz, tal que elevada al índice resulte 
otra expresión llamada radicando o cantidad subradical. 


Leyes de signos: 


P тк та Donde: 
| МЖА =+1, 1-64 =-4 z: índice: z € IN; z > 2 
IPV+A =+r; 449 =7 y: raíz 
| х: cantidad subradical o radicando 
PZA = Henk Y 7 = Т! 
i: unidad imaginaria | Ф RADICALES DOBLES 


Se les llama así a aquellos en cuyo interior aparecen otros radicales ligados entre sí por las operaciones de 
suma y resta. 


А+УВ =AyB eQ* 
Ejemplos: 


М3 +2; 1104/10; 421-247 


Transformación de radicales dobles a simples 
Método de la fórmula (A; B > 0) 


2 2 
А+УВ = A ү AA 


Ejemplo: 


* Radicales homogéneos: Transforma a radicales simples. 


Р ч 


3/107: 31/22. 39/37 > 7 
‚ ї+ ELET „=! 12 _ Г, | а 
tienen igual índice (31) 
144412 =/3 +1 


• Radicales semejantes: 


Método práctico 


12-17 104/8 
tiene igual índice (3) e /(А +В)+2/АВ = /А+УВ; А > В 


igual radicando (х2) 


Ejemplos: 


ч элү утту Transforma a radicales simples. 


| ТЕШЕТ e 10-484 = V10 -2/21 = /(7+3)—2/7х3 
І Мо =/7-43 


у 2т- 20 т 4 
A=m+2 л B=m-2 


Entonces: 


/2т-2У/т?—4 =y/(m+2) + (m-2) -2/(m + 2)(m - 2) 
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K 


d RACIONALIZACIÓN 


Es el proceso que consiste en transformar el denominador irracional de una fracción, en otro que sea racional. 


Factor racionalizante (FR) 
Es aquella expresión irracional que al multiplicarla por una expresión irracional dada, la transforma en racional. 
Para racionalizar una fracción bastará con multiplicar sus términos por el factor racionalizante del denominador. 


Presentamos los FR de los casos más frecuentes en el denominador de una fracción: 


• Рага los casos Пу III, 


I. Denominador: А/В; A > C; A € Z* -{1}; Be IR* 


B 
= | FR=*YB*%* CVA +/В)(®/А +278) 
= ПУА – "УВ 
: ‚ 2А 2А A +, + 
II. Denominador: А/В +%'YC;A e Z ‚ВуСє © ЗУБА FYRE 43/87) 
А/В — А/С =А+В 
= Í FR = A/B FAVT 
1. Denominador: ЗГА +3/B;Ay BEQ 
A+B 
> | FR = S/A? F3/R3/B + 3/8? 
IV. Denominador: УА – "YB; Yne Z; п>2 
A-B 
> [FR = VA" YA IB МВ" 
V. Denominador: УА + УВ; Y n € Z*-(1); n: impar 
A+B 
= |FR = МА YA B +.. "yB"! 
VI. Denominador: УА + УВ; Y n € 2* -{1}; n: par 
A+B 


| 


> |FR= УМА" O Y 


Ejemplos: 


5/353 5/22 
l 0 la) E = 54 


7 

3 ___3 Ит +/2\_3(У7+у/2)_3 
ý mon mr 0) т ент 
FR 


2 ___21 orema 21FR_ ИЕК 
3/5 -3/2 3/5 -V2 (3/52 4 3/5 V7 3/2? TET 3 


¿Sin usar las fórmulas podrías intentar transformar YA + УВ a radicales simples buscando formar un trinomio 
: cuadrado perfecto. 


: Veamos: 
: Si: VA+/B = УА+У4{ =/А+2/1{ > Si se da el caso en el que se cumple: А=х+у л t=xy 
i tendrías que: A+24/t = (Ух + /у) y finalmente te quedaría: y (Vx + /у) = Vx + у/у 


: Ejemplo: 
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Problemas resueltos 


Reduciendo: 


Resolución: 
CN E + Ae 0) 
чоо => 


Donde: C = V A? — B 


Г? 
эс лє E (2 xX) = Loa +4 
X X 


_ [60—10 _2—1 
С ©, = (2) 
Reemplazamos (2 ye | t 
0-1 — — i 
1/2- - 
X Resolución: 
fx 2 № Дуо 4 2005 
=y ž t ЭХ ./2005 + /2004 
= {> +y се (4/2005 — /2004) 
2 2x A= = + /2004 — 4/2005 
Por lotanto: (42005 + у 2004 (42005 — v 2004 ) 
| 1 
Un radical simple es: NES 
A = ү 2005 — v 2004 + у 2004 — у 2005 = 0 
= 1 + 12003 — /'2004 
42004 + у 2003 
са с B= /2004 — / 2003 + 2003 — /2004 
Resolución: (/2004 + v 2003 ч 2004 — у 2003) 
Racionalizamos: 
2 A _ 2(%/4 —%/2 +1) 
к= == ___————_ В = у 2004 — у 2003 + у 2003 — v 2004 = 0 
AED -3/7 +%/2°) 3 
г. Ѕи denominador es 3. i 
= + + y 2002 — у 2003 
42003 + у 2002 
42003 — v 2002 
+ 42002 — y 2003 
(42003 + /2002 a 2003 — v 2002) 
Resolución: 
Dando la forma: С = 42003 — у 2002 + 42002 — /2003 = 0 
_3 | ЖЕ 8 33 
= 027 -° 9х8 +8 2 Nos piden: 
Luego: M = (2004 + /2003 + /2002) '°'° 
R=3- 1 4 2 343 
23/9 Мз 2 M = (/2004 + 42003 + V 2002) = 1 
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Resolución: 


_ х—25 
—x+7/x +10 


VTA +10 = (Ух +5)(Ух +2) 
Vx 5 
Ес 


Luego: 


‚х> 100 


(x-25)  (/x-5) (Ух-2 


AZ) (И 5) (2) 


_ (*—25)(Ух – 5 Mx – 2) 
(х – 25)(х– 4) 


a (Ух -5x —2) 
x—4 


El denominador es: x — 4 


Resolución: 


1 (02 ) З. 


1442 43 


MA О) 
1442-43 _ 1442-43 


Оа ЗУ 


(42) 


(3+242)-3 2/2 
g- V20 +2 -43) 
4 


Resolución: 


Multiplicamos por (4/2) a la expresión: 
VZH = /2(Ух+ Ух - J25 ) 
= /2х+2У/х —У/х—1 


2 


Por condición: x?=x +1 >» x2-1=x 


(42) 


Reemplazamos en la expresión: 


=V2x+2Vx2-1 —Vx-1 
SZH = /2х+2(х + 1)(х— 1) – Мх 1 
Transformando 


V2H=(4x +1) +(/x-1)-Vx-1 
V2H=vVx+1 


H= 2D ES ; (por dato x > 0) 


H= X М2 _ x/2 > H E 
aa 2 2 


Resolución: 


Podemos escribir el numerador de la siguiente manera: 


Numerador = /3 + {10 ++4/-3+ 4/10 


(Numerador)?= 2/10 +2 =2(/10 +1) 
= Numerador = 42 4/10 + 1 


Reemplazamos y racionalizamos: 


VZV A041 ИУ + 1/4/1103) _ /772 70 
1234 1010 1243 MONA 10 3) 


Entonces: 


H-an а Б 
ла=5 ль =2 


Resolución: 
Racionalizamos a y b: 


1 __1_ 3443 _3+43 
а+1 3/3 3+3 6 


1 4. 3=43 _ 3-4/3 
b+1 34/3 аа 8 


1 1 _3+У/3 |3-У3 _, 
б б 


$ a+1 +11 
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NÚMEROS COMPLEJOS 


О) CONCEPTO 


Son todos aquellos pares ordenados de componentes reales denotado por: 
z=(a;b)/a;beR 

Donde: 

a = Re(z) denominándose; parte real de z. 

b = Im(z) denominándose; parte imaginaria de z. 

El conjunto de todos los pares ordenados (a; b) forman el conjunto de los números complejos: 


C= ((a; b) / a; b € R} 


Recuerda 


+ Las cantidades imaginarias z=a+bii= y 1 


Representación binómica (canónica o cartesiana) 


índice par a un número 
real negativo. 


d COMPLEJOS ESPECIALES 
Opuesto de un complejo 


di De la forma canónica: z = a + bi; se define el complejo opuesto de z, denotado por z* como: 
ИЕ у 10: 4 ‚ 
2/—7.12/ Б z* = —a—bi 
Ejemplos: 
e z=-5-3i = z=5+3i * Р=/3—/21 =P'=-43+42i 
+ B=5 В*=—5 = TO 
= A > i >A > i 


Conjugado de un complejo 
En este tipo de complejos el signo es contrario al de la parte imaginaria. De la forma cartesiana z = a + bi; se 
define el complejo conjugado de z, denotado por Z como: 


Ejemplos: 

© z=10-7i = 2=10+7 2-31 o 2= 1-31 
* z=7 > 7=17 Ft = Phi 
Propiedades del conjugado 

Si {z4 Z} E C: 

1. 24=71 = z4 es ип complejo real 2. Z2=Z% = zes imaginario puro 
3. z tz =2Re(z+) 4. z,-Z,=2i.Im(z)) 

9 2 EZ) 2 EZ) ОЕ Z2 

7 (2) = yz 0:0) воя 

9. (2) – (Z); yne N 10. п) ="/Z, ; vn eN 


11. |Ке(2)| < |21; |1т(2)| < |2| 
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d REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA O CARTESIANA DE UN COMPLEJO 


Cada complejo es un punto en el plano, para ubicarlo se le representa en el llamado plano complejo, Gaussiano 
o Argand, el cual está formado por un eje vertical (eje imaginario) y un eje horizontal (eje real). 


z= (а; р) =a + bi 


Observación 


El afijo de un número 


z | 
СО MODULO O VALOR ABSOLUTO DE UN COMPLEJO _ complejo se representa por un 


А i , i par ordenado formado por la 
El módulo o valor absoluto de z = a + bi es un número real no negativo denotado por |z|, tal que: | e real y El А ala 
parte ir aria. 
= Ya? + b? Veamos: 
Е Е Аїјо де! 
РЕ А Р ; А , n.? complejo © f 
Geométricamente, el módulo nos representa la magnitud del radio vector del complejo z de origen (0; 0) y n.” complejo 
extremo final el afijo de z. F=-2+5i |(-2; 5) 
С= /3 +21 |(У3;У2) 

i ; z=3-5i (3; —5) 
Ejemplos: 
Determina los módulos de los siguientes complejos: 
1. 2¡=-3-di 2. 2,=3 3. = Шш 4&м=7-4/2\ 
Resolución: 


1. Izl = /(—3)*+(-4* = /25 =5 2. [za =3 
2 Шү, Y f 
з= (Z) -2-va * = (7 (24/27 = 87 =9 


Propiedades 


1. | [2 >0; si: |z| =0 = z = (0; 0) 


Ejemplos: 
‚ $еа2=1-1— |д= /2 > 0 
e Si 2= 2 > |1=22>0 


іса: 2=а + bi 


z| = |z| = |2] кы 


Ejemplo: sea z = —3 + 4i, entonces: 


Complejo imaginario 
puro 


02=-3+4 > = ү(- 3)2+42  =4/25=5 si: a=0 
#=-3-4 > [= у(—3)°+(—4)# = /25 =5 |= Iz= = 
Z=3-4 > [|= 132+ (-4)2 = /25 =5 

e Complejos iguales 
si: a+bi =x+ yi 


З. | [z4 . 221 = (211. 1221 HER AY 
Ejemplo: 
10+ 30). (1-31)1=111 = 3il = y (11)? + (3)? = /130 
102+ 3i) . (1 — 31)] = |2 + 31111 – 311 = У 22+ 3? /1 + (- 3)? = /13 V10 = /130 


Complejo nulo 
sia=0 Ab=0 
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EA a TE |с 2, + (0,0) 


¿ Considera las sigui 2 б |22 

: guientes 

} operaciones básicas con los } 

: complejos: : А Р 

¡ 2=X+yi A д2 = те пі Ејетріо: 

M кы : .13-211113-21 2+1 1а у 1 [g2 n2 1 
Adición E 77 СГ? zl il Б 82+ (1) = У65 
24 + 22=(х+т)+(у+п)ї : 

e Sustracción : 32 |З — 21 _ 3° +(=2)° Е 413 4 /65 

21-22 =(х-т)+(у-пуї: 2—i |2—1| 22 + (—1)? /5 5 


Multiplicación 


21.22 = (xm — yn) + (xn +ym)i : 
División : 5. (IZ = |4" vn eN 6. 1% |= "2, упєїїп>2 
: 21 xm+yn  ут- хп. : 
| 22 т2+п2 т2+п2 : iles 8. 111+ 22] < |2{| + [22] 
: Zo # (0;0) : i Desigualdad triangular 
| 9. а + z > Izl- Iz 10. а, — 1722] < [21 — 221 


11.| |Ве(2)| < (21 12. т) < |2 


Eje Polar 


Observación | El argumento es el ángulo Ө generado рог el radio vector al girar en sentido antihorario desde el eje real positivo 
я hacia un punto cualquiera del radio vector. 
Si k=0 > Агд(2) = 0. 
29 ano 


Además: 


tan0 = b > Arctan( $) =0 
a a 


CD RELACIÓN EXISTENTE ENTRE LA FORMA CARTESIANA Y LA FORMA 
POLAR 


(a; b) 


l 
1 
|2|вепө 
П 
1 
1 


HH [10080 -———1 Re(z) 
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шыш 


Interrelacionando elementos del triángulo rectángulo sombreado 
= (a; b) = a + Ы = |2|со5Ө + (|z|sen0)i = |2|(со$Ө + іѕепӨ) 


Finalmente: 
z =a + bi= [21(со50 + іѕепӨ) = [Ө = re? = гсіѕ0 
Еогта Forma polar o Forma Forma Forma 
cartesiana trigonométrica polar exponencial sintética 
(fasorial) 
Ejemplos: 


1. Expresa en todas sus formas: z = /3 +i 


Resolución: • Las formas serán: 
· Del dato observamos: a= /3 y b=1 
* Luego: 2 = 2(с0530° + i sen30°) 
ey, 242 
= У (73) +1 =2 2= 2(005 5 +1зеп-Е-) 
ө = Arctan( 75) = 30° = Б rad 
£ e -ola 
z=2830 =2 E 
z=206 
= 205 2. 
2 = 2015 6 
2. Expresa en todas sus formas: z = —5 + 5i 
Resolución: • Las formas serán: 
e Observamos: a=-5yb=5 
• Su módulo: 


|2|= 4 (5)? +5? = 5/2 


Como se puede apreciar la parte real es negativo, para 
el cálculo de la amplitud necesariamente tendremos 


que graficar: 2= 5/2 135° 
Вла 

z=5/2e4 

2 == 5/0231) 


3. Expresa en todas sus formas: z = –12 — 9i 


Resolución: • Las formas serán: 
* Según las partes: а= —12 yb = —9 
• El valor absoluto del complejo será: z = —12 — 9i = 15(с05217° + isen217°) 
iia 27n); 
• Graficando, рага el cálculo de Ө: @=1® (соз 180 )+ | sen( 
z= 111 
217лі 
2= 15е 180 
Gi е 
Z= 15cis( 180 ) 


2=-5 + 51= 5/2 (cos135° + іѕеп135°) 
Z= 5 /2(сов 5р +i sen Sft 


Atención 


Los elementos que parti pan en 


considerado a [ 
= hacia Іа ‹ 


| del radio 
пега el polo 


con el айй | 


IV.Norma (1212) 
Es el cuadrado del módulo. 


(1:0) Afijo 


Radio vector 


Recuerda 


ЕБ а calcular е 
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} La multiplicación en 
: diferentes representaciones 


i serán: 
Fasorial 
21.272 = |2111221 (0 + y) 
Exponencial 


Z4 -Z2 = |21269 +! 


Sintética 
21.272 =|Z,IIZo[cis(0 + y) 


a т 


; División en otras 
: representaciones: 


Fasorial 
Z Z 
SEE 
Z2 122 
Exponencial 
2 2 i 
1 1211600 wi 
22 122 
Sintética 
2 ЖА с 
A Еу y) 
22 122 


módulo del complejo z 
a unidad, obtenemos: 


| (соѕ0 + іѕеп0)" = созпӨ + їзеппӨ | 


A esti 


a igualdad se le llama: 


fórmula de Moivre 


e Siele: nte es negati- | 
vo, asumimos 


z"=|z"(cos(-n0)+ isen(-n0)) | 


€ 
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d OPERACIONES CON LOS COMPLEJOS EN LAS DIFERENTES FORMAS 
Multiplicación 
• Dados los complejos: 

z4 = |Z,J(cos0 + іѕепӨ) A z, = |Zo](Cosy + iseny) 


e Luego: 
21.72 = (|7{|(СО5Ө + іѕепӨ))([221(соѕу + iseny)) 
= |Z,]|zo|(cos9cosy + icosOseny + isenOcosy + i senOsemy) 
= |2422]((СО8Ө cosy — ѕепӨѕепу) + соѕӨзепу + sen8cosy)) 


соѕ(Ө + y) ѕеп(Ө + y) 


23.25 = |г|Рә(со8(Ө + w) + isen(9 + y) 


Para realizar la multiplicación de complejos para este caso, en su forma polar, se multiplica primero los 
módulos y luego sumamos los argumentos. 


División 
• Sean los complejos: 
Z4 = |211(с050 + isen0) A 20 = |Zo](cosy + iseny) 


e Luego: 
z4 _ |z |(cos@ + isen0) 
Z) |2›|(СО$\у + iseny) 


2. |(cos y +iseny) (cos y — iseny) 


_ |21] (cos 8 cos y — i cos eu + a cos y – і2ѕепӨѕепуу) 


27 cos" y – isen? y 
соѕ(0 —wy) ѕеп(Ө —y) 
N AAA AAA 
_ [21| соѕ0 cos y + вепӨзепуу + (іѕепӨ cos y — cos Oseny) 
22 


cos y + веп^\у 

зз ү Ез ү 
1 

_ [21| 


a MET 


(cos (0 — y) + isen (0 — wy)) 


Para realizar la división de dos complejos el módulo resultante estará representado por el cociente entre el 


módulo del dividendo y el módulo del divisor. El argumento de este cociente viene ser la diferencia entre los 
argumentos del dividendo y divisor. 


Potenciación 
• Del complejo: z = |2|(со$Ө + іѕепӨ) 
• Entonces: 2" = (|21(соѕ0 + іѕепӨ))" 


= (|21(соѕ0 + іѕепӨ))(121(соѕ0 + іѕепӨ))... (Iz|(cosé + іѕепӨ)) 


ta 


n” veces 
e Por analogía, según el criterio de la multiplicación: 


2" = (15114... |2|)(со5(0 +0 +0 +... +0) + isen(9 +0 +0 +... +0)) 


IA —— N A —___— 
ta” 


n” veces “n” veces “n” veces 
2" = |211(соѕ(пӨ) + іѕеп(пӨ)) 


En este caso el módulo resultante está elevado al exponente de la base inicial, mientras que el argumento 
resultante viene a ser el producto del argumento inicial por el exponente que inicialmente se elevó. 


БАЛАЛА ‚ @ 


Radicación 
• En principio sabemos que la raíz de un complejo da otro complejo, luego: 


z = |2|(с050 + isen0) : ВЕ 
: Potenciación en otras 


• Sacando raíz nésima miembro a miembro: : representaciones: 


па = 0/2 [(cos0 + ївепӨ) = А(соѕф + іѕепф) E Fasorial: 2" = |21" |n9. 


Lo que queda ahora es expresar A y ф en función de |z| y Ө. 


Exponencial: z” = |z¡Pe”%! 


• Elevando miembro a miembro al exponente “n”: 
[21(соѕ0 + isen8) = (А(соѕф + іѕепф))" = А"(соѕпф + іѕеппф) 
Sintética: 2" = |z|"cisn 


· Observamos por igualdad de complejos: oca i 


Д=А" = A= "|2 | 


e Ahora los argumentos también tendrán que ser iguales o diferenciarse en un número entero de vueltas (2кл), н... Ў Nota | 
siendo k € Z: : Veamos otras representaciones } 
Ө+2Ккт=пф = ф = (2 + Жл ) } de la radicación: : 

n : 
e Luego: ; Fasorial: 
: п/> 902 0 + 2kr 
n/| 7 |(со$Ө + isen) = | z (cos( 22) $ веп( LA )) : а 
Siendo: k = 0; 1; 2; 3;...; (п – 1) ; Exponencial: 
ГОС йы Шані Жый орана ЕСО, E 042kn ү 


п valores РЕША Са 


Cuando se extrae la raíz enésima de un complejo, el módulo resultante estará expresado por la raíz enésima sintética: 
del módulo, el argumento resultante será igual al argumento inicial aumentado en un número entero Че ¿ n/7_n [z]cis(Q+2kx) 
vueltas todo esto dividido entre el índice de la raíz. : р 


Como ejemplos veamos algunas operaciones: A ынынапынзнанкышы ? 


1. Dados los complejos: 
Z4 = 5(cos217* + isen217°) A z = 5(cos53° + isen53°) 
Determina: z4 . 2; 


Resolución: 
21.29 = (5)(5)(cos(217° + 53°) + isen(217° + 53°)) = 25(cos270° + isen270°) 


2. Del ejemplo anterior, determina: — 


2 

Resolución: E 

— = Ž (cos(217° — 53°) + isen(217° — 53°)) = cos164° + isen164° шыш 
2 - 


Ор? 
3. Del ejemplo 1, determina: z 


Resolución: 
= 5?(cos2(217°) + isen2(217°)) = 25(c0s434° + іѕеп434°) 


4. Del ejemplo 1, determina: 3/z, 


Resolución: 


3/5(c0s 53° + isen53%) = 3 V5 cos | 22-216 53° + 2лК ) + ¡sen 52 5 2л )) 


=) 


Рагак = 0; 3/2, = АСЕ 


Рага К = 1; 3/2; = 3/5 (cos( 4 


Parak=n-1=2; 3/z =? /5(соз( 1) + isen( 12) 
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d RAÍCES CÚBICAS DE LA UNIDAD 
Expresando a la unidad en su forma polar: 


2=1= 1 + 01 = соѕ0° + isen0° = 3/2 = cos 0 "а ) + ¡sen Az) 
Ten en cuenta que "yz tiene _ 3/2 = соз120°К + іѕеп120°К; (k=0; 1; 2) 


“n” valores. 
Para К = 0: /z = соѕ0° + isen0° = 1 = 1 


Para К = 1: /z = cos120° + isen120° = —cos60” + isen60° = — 
Para К = 2: /z = cos240° + isen240° = —cos60” — isen60° =— 


Interpretación geométrica 
Estos puntos: 1; о, оз? en una circunferencia de radio unitario corresponden a los vértices de un triángulo 
equilátero. 


k+q_ aq 
о 


Son 4. 1+0+0%=0 
. complejos 
conjugados. ; 
шыдас: Ejemplos: 
1. Calcula: 02 39% 538 
Resolución: 


Al exponente —2 353 538 le falta 1 para que se cumpla la propiedad, luego hacemos: 


-2 353 538 — 1 + 1 = -2 353 539 + 1 = -3 +1= —(3 – 1) 


Donde: (97235358 2 98-02 0 =0 (propiedad 3.) 


2. Sabiendo que: œf, œ y 1 son las respectivas raíces de la unidad. 
Determina: 
Н = ((100)0 + 019 — (¿1036014 , (20 _ „454 „зми 


Resolución: 


Notamos que: 


1153 — ¿1152+1 3+1 


, 0 =0 =0 


1993 601 = 00103 599+2_ (3 2..2 


A — (9453 +1— 55 +1 


¿AAA 
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Reemplazando еп Н: | 
1+®=—®° 
Н= (1+ о – 02) + (1 – о + 02); por dato: 1+0 +0?=0 = л 


1+0?=-0 


Н = (0-0 + (o — ®)* = (202) + (20) 
Н = 16008 + 1604 = 1605 +? 160° * 1 = 16(02+ 0) = 16(-1) = —16 


Forma exponencial de un número complejo 
Se define la exponencial compleja, al número complejo: 


Esta relación es comúnmente conocida con el nombre de su descubridor: fórmula de Euler. 
Donde si: 


z = |2|(со50 + іѕепӨ) = 6: ángulo en radianes 


En la fórmula de Euler, si sustituimos Ө por (—Ө) obtenemos: 


созӨ — іѕепӨ = e 


Ejemplos: 
1. Expresa el complejo en su forma exponencial: 
z = 30(cos15° + іѕеп15°) 


Resolución: 
Identificando términos: 
|| =30у0 = 15° = -Æ rad > z=30e% 


12 


2. Da la forma exponencial de: 


2= 2/3 – 2 


Resolución: 
Graficamos para determinar su argumento “Ө”: 


Luego: |z| =4; Ө = Trad 


| 
<. Zz=4e° 


5. (1+1)2= 21; e –21 


¿ 1. Тота en cuenta el comportamiento de i"; ne Z*; 


== = *1—] AE 
216110 +2 +3 шее ше == 
pata le peas : E A ер | 

#=ё—012—00+4—1 : Ii 1+i 


: 11. A partir de | se deducen: 


1. б=1 | кг Кел" 
2 rE яр =@ В б 
: 2. (4+ г) =4 +1; аєм 
SL Piar 1 ja 2 611+3-0 E rez 
vn eZ : 


а_4.а> 2. 
а ае аъ е) 3. 22 = 4; а> 2; аєм 


vneZ 


4. i+i 


Ш. Тота en cuenta también los teoremas: 


3 La letra “е” nos representa 
: ala base de los logaritmos 
: перегіапоѕ: 2<е<3 


Ө por las 
ciales de la 


еп 


_ amplitud imaginaria. 


+ Teoremas adicionales: 


l. Si: cis(0y) = cis(07) | 
=> 01 = 0 + 2kn; Vk € Z 
ll. Si e?1 = е®2! 


=> 04 =02 + 2kn; Vk € Z 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 2 | 49 


Problemas resueltos 


(а – 4)2 + b?= (а – 8)? + b? 


al — 8a +16 =а2 – 16a +64 >a =6 


Del 1.°' dato: 
3|z – 12| = 52 – 8i] 


Resolución: 


T= 3 


3/(a- 12 +b? =5/2?+(b-8) 
Multiplicamos el numerador y el denominador por i. 

10) 2? _1 1 Elevando al cuadrado y reemplazando а = 6: 
9(62 + bô) = 25(62 + (b – 8)2) 

324 + 9b? = 25(36 + b? – 16b + 64) 

324 + 9b? = 900 + 2562 — 400b + 1600 


0 = 1662 — 4006 + 2176 


07—300 3) (+3)@—3) -10` 10 


Resolución: 0 =b? – 25b + 136 = (b — 17)(b – 8) 
y 1430210643 -5 VTT a 

(MD (3-3/3) | .z=64+8/Vz=6+17i 
Ahora: 


543 =Ë =(151143 — i)" 


Resolución: 
= (5y (ИЗ) + (—-1)°)° Е =(1 +1) + (1 ji 
=5 25 Esti te 
Til- A 4/7 E= + (ЖКП =] 


E = (494 + i) + (—4)191 —1) 
Е = (491 + i) + (4'91 — 1) 


2 
11+12=(412+12) =2 


|-3(1 +З)! = (3/ 12+ 4/37) E=4% + 410 + 410 — ¡g10 
=3/ 2 E = 2(4"0) 
Reemplazando: E=2.2% = 22! 
гамзаи 

2.37.27 


ор = 58.2711 37 


Resolución: 
Por dato: 
z= /2е* 
Resolución: si | 
Sea: z =a + bi = (ет) = 46" =4(—1) 
Del 2.° dato: z = 4 
[2-4 =|z — 8] Piden: И 
Е (4 4 
= lla —4) + bil = (а —8) + bil Raz rr 
(4) _ 4 
/(а-4ў +? = /(a-8} +b? sR=z7 0 =7 
R=-4 
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Resolución: 
Recordar que: 


o=111+0+0%=0 
Luego: 


Е= (0) + (1 но – 0) – одо — 5 


Е=0!9 + (o – o)(-200 -50 


E=(0% o + 20 . 20° — 50 


E =0 +40 -50 >E=0 


Resolución: 


Por dato: z4 y 2, son las raíces cuadradas del número complejo 


2+0. 
Entonces: 


Ит — Vīz|cos( Ө „т ) R вег( Ө ыш ) 


Para:k=0 = 2 = [Vz (соз 9 + isen & 


2 
Рага: к= 1 > 2 = М2 (—соз 
>224+Z,=0 
(+22) =0 


Resolución: 


Dato: 

22+22=0 (|) 
1-23 
21—123 
De (1): 


E] 


=3+21 (1) 


22-0 


(z4 + 17›))(72{ — izo) = 0 

=0 +0 
Z4 + iz; = 0 > z4 = —iz, ...(111) 
Tomando módulos: 
[24] =|-izp] = |2] = [441 = |20] 
Reemplazamos (111) en (11): 


сг) LE 2 
(20-5. 
12105 


9 _ 


2 


Ө 
2 


isen 2) 


„(о) 


- 225 


=3+2 > 25=-2 + 3 


– 2125 

р = y (20 + 32 = /13 
De (о): 

Izl = 12 = v13 

Nos piden: 


(2014123) _ [201 +1221 _ 2/13 2413 


[24-22 21122] 13? 


Resolución: 


Por propiedad: 
Im(z + w) = Imz + Imw 


En el problema: 


_ 52{ + 2) 22 – 32) 
äg m( 324 +425 ) Ш 324 +425 
P= mE +2) – 274 E 

324 + 42) 


Resolución: 
Si: 224+12=1|2? –і 
Sea: z=a + bi 


Reemplazamos: 

(a + bi)? +12=a?+b?—i 

а? – b? + 2abi + 12 = а2 + 02 -i 
(12 — bô) + 2abi = 02 — i 
Comparamos: 
12-b? =b =>b= +/6 

2ab = –1 0) 


» Si: b= A 25 
(*) Si: b = y6 , en (1): a = 2/8 


Luego: z4 = 55 +61 


() Si: b = -V6 , en (I): a = —1— 


2/6 


Luego: 25 = 7 /61 


г. Existen 2 números complejos. 
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) 


13 


Y UNIDAD 5 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


PLANTEO DE ECUACIONES 


¿ Elementos de una ecuación: 
: Primer miembro Segundo miembro : 


Vx+1+2Vx = Зух+1 бух 


Términos 


Atención 


consideración lo si- 


r 


eempla 
1а ‹ 
пит 
Así: 
бш A —ї 
LAE x+L 
5 5 


Es el c 
soluciones ( 
Así: 


Observación 
Las ес S TER J 
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d ECUACIÓN 

Es un enunciado abierto, que se denomina así porque está constituido por variables y constantes, además este 
puede ser verdadero o falso. 

En otras palabras, una ecuación es una igualdad de dos expresiones matemáticas que se verifica para algunos 
valores de su variable o incógnita. 


Ejemplo: Donde: 
x+1 _, a-b+1 x: variable o incógnita 
x+a+b x+a-b а; b: constantes 


dA CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 
1. Según sus coeficientes 
Ecuación numérica 
Ejemplo: 


Ecuación literal 
Ejemplo: 


х-2_х-2_ а2 ах b?+bx 
3 5 6 Ба =x 


1. Según sus soluciones 
e Compatible o consistente 
Es aquella en la que el conjunto solución tiene por lo menos un elemento. Esta a su vez puede ser: 


Compatible determinada 


Es aquella en la que se puede enumerar los ele- 
mentos del conjunto solución. 


Ejemplo: 
-X_X 
5 375 +6+6 
{—2} o x = –2 (solución o raíz) 


• Incompatible (absurda o inconsistente) 


Compatible indeterminada 


Es aquella en la que no se puede enumerar los 
elementos del conjunto solución. 


Ejemplo: 
4(x — 2) + 1=4(x +7) – 35 
= 0x+0=0=xER o CS=IR 


Es aquella en la que el conjunto solución (CS) no presenta ningún elemento. 


Ejemplo: 
No hay algún valor de x que verifique la ecuación. 


Ш. Según su forma 


Fraccionarias 
Si al menos presenta una variable en el denominador. 
Ejemplo: 
4 
x-5+ =7-X+ 
x-3 x-3 


d ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
Forma general de la ecuación lineal o de primer grado: 


Análisis de la raíz o solución 
i) Si: a #0 Ab #0, la ecuación lineal: 
Compatible determinada o consistente 


эС$= E 


ii) Si: а= 0 A b #0, la ecuación lineal: 
Incompatible o inconsistente = С5 = Со { } 


2x+2/5-x = 12 + (20 4х => С9= 0 0 С = { } 


Irracionales 
Cuando la variable se encuentra dentro de un radical. 
Ejemplo. 

Vx+1-Yx-1=1 

/14+Ух +%/14— ух =4 


Donde: x: incógnita (asume un valor a; b: constantes). 


iii) Sia 40 Ab=0, la ecuación lineal: 


Determinada, su raíz es nula x=0 = CS = (0) 


iv) Si: a = 0 A b = 0, la ecuación lineal: 


Indeterminada, tiene infinitas raíces o soluciones 
= CS=R 


Ejemplo: 


Resuelve la siguiente ecuación: Aplicamos la identidad de Legendre: 
Ух-1+1,Ух-1-1_6 (Ух-1 + 1)2+(4х=1 a 
Vx=1-1 Ух-1+1 x=1-1 Е 
Resolución: ?2( Tel x-1+1 
Ten en cuenta la restricción de la raíz: or "A 
МЕТА ЕТ) о e ты >x=3 

(/х-1)°-1° г. La ecuación es consistente, su solución es: x = 3 


> Х> 1 


Veamos algunos indicaciones importantes: 


a) Si el factor por el cual se multiplican ambos miembros de una ecuación contiene a la incógnita, es posible 
que se introduzcan soluciones extrañas. Entonces hacemos el factor diferente de cero. 
Así: 


ө x=1_ 7 >x+3%0=x%-3 
х+3 X+3 (evitamos que se introduzcan soluciones 
a [Х=1. (х+3) = и (х +3) extrañas. 
х+3 x+3 


KEG 
э Х-1=7 5 х= 8 
р) Si el divisor por el cual se dividen ambos miembros de una ecuación contiene a la incógnita, es posible que 
se estén eliminando soluciones de dicha ecuación. Entonces igualamos a cero dicho factor. 
Así: 


* (3x1) 1) = 5х – 1) =30-1=5 => х=2 
(Зх — 1)(х – 1) 5(х – 1) = Х-1=0 =» х= 1 
= (evitamos que se pierdan soluciones). 
х—1 х—1 e 


с) Si a los miembros de una ecuación los elevamos a un mismo exponente natural (> 2), es posible que se 
introduzcan soluciones extrañas; evitamos esto comprobando las soluciones encontradas en la ecuación 
original. 

Así: 
IRA ER Comprobando para х = 7. 


>6=6 
> (Ух? + 120)? = (x +6) 


La ecuación es compatible. 
> 12x=84 = x=7 P 


d PLANTEO DE ECUACIONES 
Ejemplo: 


1. Con S/. M que tengo, podría ir 5 días al cine, 3 días a los juegos mecánicos y aún tendría S/. N. La entrada 
al cine cuesta S/. P menos que la de los juegos mecánicos. Determina lo que cuesta la entrada al cine. 


Resolución: 
Sea:x  : el precio de entrada de los juegos mecánicos 
x — Р: el precio de entrada al cine. 


Del enunciado: 


precio de entrada iod lo que le sobra) _ [Dinero 
(n.° días) [de los juegos|+ (n.° días) a Pa | | j | = | lapani | 
ганарова entrada al cine] * |de dinero disponible 
(3) (x) + (5) (x-P) + N = M 
e La expresión quedará así: • Luego, la entrada del cine cuesta: 
3x + 5(x— Р) + N=M х-Р= 2 (M+5P—N)-P 
3x + 5х – 5P +N =M 
_ M+5P-N-8P 
8&x=M+5P-N = gg- 
1 
х= L (М+ 5Р – № -p= [M= Рен 
8 х-Р= 810195 ) 


} Dos ecuaciones son equiva- i 
¿ lentes si sus conjuntos so- i 
} luciones poseen los mismos : 
1 elementos. : 


Observación 


Forma 
: [Forma verbal matematica 
: мин lenguaje 
: Jlenguaje literal н 
: algebraico 
: [palabras 
{ constante y 
: variables 
[El cuádruple del |, 1. 
} [recíproco de B B 
1 [El doble de 
: [un número, 2x-20 


і [un número 2(x — 20) 
3 [disminuido en 20 

: Antecesor x-1 

¿ [Sucesor x+1 

: |El cuadrado del 2 

і [triple de A (ЗА) 

} |El doble del 2А? 


: disminuido en 20 


: El doble de 


3 [cuadrado de A 
і [Tres números 
3 [consecutivos 

і [Tres números 2 
1 [impares 2 
} [consecutivos 
3 [10езахсото |1 
i [2esa7 х 

1 [El 37 por 5 de un| 37N 
3 [número es 2 5 

: [M es siete 
: veces N 


: |M es ocho veces 
: [más que N 


3 |A excede a B 
3 [en 100 

} [A es excedido 
3 [porB еп 10 

3 [El triple de un 
3 [número restado |M – 3N 
і [de otro. 


3 [La inversa de 
} Па suma de las 
3 [inversas de 
¡|[MyN 


Para las d s со 
nes de a y b las raíces de 
cuación ax + b = 0 serán: 


a ` 
Si: 

afj0nbXx0= ax+b=0 
> x=-D 

Si: а 


а= 0л6+0 = 0x+b=0 
> хєб 


Si: 

ат 0лр= 0 = ах+0 = 0 
> x= © ш 

Si: 

а= 0лр= 0 = 0х+0 = 0 

э» XER 

X y 
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: Para este tipo de problemas : 
: es necesario reconocer los : 
: siguientes elementos: ї 


¿Sujetos : 
: Es necesario identificar el : 
¿ número de sujetos que parti- : 
} cipan. : 


¿ Tiempo: (verbo) : 
3 Identificar si la acción del : 
¿ problema se desarrolla еп? 
: diferentes tiempos. : 


Hace 5 Actualmente 
años fue. 


Dentro de 
es, tiene, 7 años 


tengo será, 
tendrá 


Condiciones 5 
Relación entre las edades de : 
los sujetos en el tiempo. 


ar” las 
el 


Dentro de 


10 
9х 
А 


al problema 1 es “Il 


les del futuro 


х = 126 
даа actual de cada persona: 


Dna (1 = — 66 = 60 años 
Dina = Wiz 66)= 74 años 


E E Я 


} + La diferencia de edades de : 
г dos personas en cada tiem- : 
po permanece constante. 


: Así: 

: Hace В Dentro 
3 10 Hoy | de 20 E 
: айоѕ айоѕ : 
“Гри Jo [o|o]: 


i э15-10=25-20=45-40=5 į 
: Constante 


54 | Intelectum 5.° 


Edades 
Ejemplos: 


1. La suma de las edades actuales de Cristina y Dina es 134 años, y dentro de 66 años la edad de Dina será los 
10/9 de la de Cristina. Determina la edad de cada persona. 


Resolución: 
• Trasladamos los datos del enunciado en el cuadro siguiente: 


Dentro de 66 años 


C+D=134 р= 10 с 


• Reemplazamos expresiones en la condición: 
200 - x= Dx + 66) > 9/200 — x) = 10x + 660 ~. x=60 
• Luego, la edad de cada persona será: 


Cristina = x = 60 años 
Dina = 134 — x = 134 — 60 = 74 años 


Cristina Trasladando las condiciones de las 


edades desde el presente hacia el 
futuro (dentro de 66 años): D = Юс 


2. Jhonatan tiene 11 años más que su hermano Yovera, y Guisella su madre tiene 71 años. Dentro de 10 años 
entre los dos hermanos igualarán la edad de la madre. Determina las edades de los hermanos. 
Resolución: 
Veamos el cuadro siguiente: 


Dentro de 10 años la suma de las 
edades de los hermanos será igual а 
la de la madre. 


Así: (x +21) + 
Las edades de los hermanos: 
Jhonatan = x + 11 = 25 + 11 = 36 años 


81 = 2х+ 31 = 81 2x=50 > х= 25 


(х+ 10) = 


Yovera = х = 25 años 


Examen де admisión 2008 - | UNI (Aptitud académica) 


3. Si Eder es 6 veces más viejo como Josué lo será cuando Lalo sea tan viejo como Eder es ahora. Determina 
la edad de Eder. 


Para ello considera: 


|. La suma de las edades de Eder y Lalo es 120 años. 
II. Cuando Josué tenga la séptima parte de la edad que tiene Eder, Lalo tendrá 77 años. 


Verifica la verdad o falsedad de las proporciones: 
A) La información | es insuficiente. 
В) La información 11 es suficiente. 
C) Las dos informaciones son necesarias. 
D) Las informaciones por separado son insuficientes. 
) Las dos informaciones necesariamente a la vez se tienen que utilizar. 


Resolución: 

Del enunciado tenemos lo siguiente: 

De la información І, la suma de las edades de Eder y Lalo 
es 120 años, no permite calcular la edad de Eder ya que no 
sabemos la edad actual de Lalo; luego la información | es 
insuficiente. 


Futuro 


De la información ІІ, cuando Josué tenga la séptima parte de la edad que tiene Eder. Lalo tendrá 77 años; en 
el futuro ya conocemos la edad de Lalo que es la misma de Eder actualmente, entonces Eder tiene77 años. 
Luego; la información II es suficiente = 


A)V В)/ СЕ D) F E) F 


Problemas resueltos 


Resolución: 

4/6+x/2,11_2 Luego: 
x ss 6 +х = 2х 

х=6 

(вах) Z CS = (6) 
X 3x 34 

(б+хў _ 35 

+——=2 
X 


Resolución: 


mx-1 _x-2 
n 4 
4mx — 4 — nx + 2n = (х + 2)(4п) 
4mx — 4 — nx + 2n = 4nx + 8n 
(4т – п – 4п)х + 20 – 4 – 8п = 0 
(4m — 5п)х– 6n—4=0 
Se cumple por ser indeterminada: 


=х+2 


4т = 51 = 0 
= 4т = 5п (1) 
-6n-4=0 
6n = —4 
n=-2 (2) 


Reemplazando (2) en (1): 


4m=5(-5)> m=-2 


Piden: 
A E 
Шека тезе зе узы 


Resolución: 


Por dato: la ecuación es de primer grado. 


(8-1) +(5 1) +a=0 (1) 


0 

>b=4 
Además: a=2b>a=8 
Reemplazando a = 8 y b=4en (1): 

c Е 

(3-1) +8=0 
Evaluando la raíz х = —1: 
= +1+8=0 

>c¢=27 -.a+b+c=8+4+27=39 


Resolución: 


Мж 
п años 


Сото la cantidad de años que transcurre es igual para ambos, 
entonces: 
n=33-x=4x- 17 
50 = 5x 
>x=10 > 4x=40 
Por lo tanto, Carolina tiene 40 años. 


Resolución: 
Зула +x +3014 Ух =4 
Recuerda: 


(а + b)? = а? + b + 3ab(a + b) 
Elevamos al cubo: 
була + Vx)? + @/14— У) + 3/14 + Vx 
Ма Vx .4=4 
28 + 3%/ (14 + Vx) (14 – Ух) (4) = 64 
12/142- х) = 36 
3/14 х =3 


Elevamos al cubo: 
142 — х = 3% г. х= 142 — 3% = 169 


Resolución: 


Días transcurridos: x 
1 año: 365 días 
x-2 (365-x) =2 


díasque faltan 
transcurrir 


8х — 1095 + Зх = 16 
11x = 1111 
x=101 


Enero Febrero Marzo Abril 
días: 31 28 31 ШЕ 


101 días transcurridos 


г. El almanaque marcará 12 de abril. 
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¿ • El ORDEN DE UNA MATRIZ 


MATRICES Y DETERMINANTES 


viene dada por la represen- : 
tación mxn, donde: В 
т: número de filas. 

n: número de columnas. 


: e Notación de Kronecker 


іє [1; m] 
А = (aij)mxn 
: jel; п] 
: Ejemplo: 


¿ Dela matriz: 


-2 10 sen5” -10 
V2 т 10 5 


2 ac о 
3x4 


: a99 = 10; аз) = 1; азу = V2 


Recuerda 
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CD MATRIZ 


Es un arreglo rectangular de m por n elementos dispuestos en filas (m) y columnas (n). Al arreglo de esta forma 
se le denomina matriz de orden m X n. 


Representación general: 


MM. otro ajos A 

ап 82 ар" ал Notación 
AS : : : : de 

a а а ~ а Leibnitz 

ам ато c* amj 7 amn mxn 


Igualdad de matrices 
Dos matrices del mismo orden son iguales si todos sus elementos de la misma posición son respectivamente 
iguales. 


Sean las matrices: А = (aj)mxn AB = (bij)mxn 


A=B 3 aj = 0; vi;j 


Multiplicación de matrices 
Sean las matrices: А = (а) „хп A В = (бур 


Se define: 


AB= (а) п | (bi)nxp = (Cidmxp 


iguales 


Donde: с; resulta de multiplicar la і-ёѕіта fila de A por la ј-ёѕіта columna de В. 


Ejemplo: examen de admisión UNI 2005-1! (matemática) 


Sea Y un número real no nulo. 
Calcula: (E + L) - (T + U), si E, L, T y U satisfacen el siguiente producto de matrices: 


кыеш 


Resolución: 
e  Multiplicando las matrices: 
топ Ү +00 ale L) De (1) сото Y#0  =E=1 
TE +UT meu) EL De (2) como Y40 1-0 
• Por igualdad de matrices: De (4) como L=0 =0=0 
YE+0T=Y > YE=Y (1) De (3)como E=1 =Т=1 
YL+0U=0 = Ү=0 ...(2) * Lo solicitado es: 
TE+UT=E = T(E+U)=E .(3) (E+L)-(T+U)=(1+0)-(1+0)=1-1=0 
TL+U?=L > TL+U2%=L 4) 


o ‚ @ 


dA TEOREMAS 


Sean A, В y С matrices para las cuales se define la adición y la multiplicación, además el escalar m є IR. 


1. AB+C)=AB+AC 


. (А + В)С = AC + ВС f 
TAR 
m(A + B) = mA + mB | |. Si: AB = BA 
Т (matrices conmutativas) 
. AB = 0, no implica que A = O o B = 0. IL Si: AB = ВА 


(matrices anticonmutativas) 


AB = AC, no implica que B = С 
. АВ no necesariamente es igual a BA. 


‚ Si: A = B = AC = BC v CA = СВ 


Para una matriz cuadrada A: У Nota | 


і Tipos especiales de matrices : 


АЎ = А?д = АА? Af = АА = АА? А" = АА"! = АТА | Matriz cuadrada 


¿ Se dice que una matriz A es : 
і cuadrada cuando el número : 


ср TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ ; de filas es igual al número de : 


о n о = eA соо ко 


Я ; PER е ¿ columnas. 
Se obtiene al intercambiar filas por columnas o columnas por filas. Se denota por: Al E 
і Se denota: Ap xn 
Ejemplos: ¿ Ejemplos: : 
бА 071-3) 
3 0 “A-| | .s=|35-: : 
315 T (А. 44 4 
1. A= >A=|12 Йй : 
029 59 ¿ Еп una matriz A, x n, los ele- : 
¿ mentos ayy; a22; a33; ... ; ањ: 
: forman la diagonal principal : 
2. Examen de admisión UNI 2009-11 (matemática) с Cea matiz | 
En un antiguo texto, se encuentra la matriz: } Matriz nula 


: Es aquella en la cual todos E 
: sus elementos son ceros. 
0 T =6 i Se denota: ф E 
у |, y del producto АА la última columna, la cuales | 2 |. Halla la matriz A. а й 
2 


1 
А= | 0 
0 -1 


оО о мх 


Resolución: 
Determinamos los valores de x, y, z a partir de АЈАГ. 


1хо\ тхо 1 x ху 100 _ Propiedades: 
А? =АА=|00 y|00y|=|00yz| A A=|x00 | LEDA 
2 к z 
002 {1002 002 0у2 | ЕА лк 
о (AEB) АТЕВ 
1xxy)]/100 1х2 xy? ху! | = B'A! 
А?АТ=|00у2||х00]=| о yz \у;?! 
0022 ||0yz 0 уг2 173! 
Por dato nos dicen: 
xyz 6 9 х= 3 
yz? = 2 |= yz =2 => y=2 
23 -1 z =—1 z=-1 
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Recuerda 
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d CARACTERÍSTICAS PARTICULARES DE MATRICES CUADRADAS 
1. Matriz simétrica 
Una matriz cuadrada es simétrica si es igual a su matriz transpuesta. 


Ejemplo: 
247 247 
A=|4-1 EE | 
73 9 7 39 


2. Matriz antisimétrica 
Una matriz cuadrada es antisimétrica si es igual al negativo de su transpuesta. 


Ejemplo: 


3. Matriz nilpotente 
Una matriz cuadrada se dice nilpotente de índice K, si АК = O; donde О es la matriz nula; además А-1 ©. 
АК = @ |; donde: 


0: matriz nula 
K: índice de nilpotencia 


Ejemplo: 


1 1 31/0 0 0 0.0.0 ЖП 
АЗ=-дА2-| 5 2 6ll 3 3 ol=lo 0 0l> A es una matriz nilpotente 
_ 000 de índice 3. 


4. Matriz involutiva 
Una matriz cuadrada es involutiva si su cuadrado es igual a la matriz identidad. 


Ejemplos: 


NES 


5. Matriz idempotente 
Una matriz cuadrada A es idempotente, si verifica: 


Ejemplo: 


reja 


БАЛАККА ‚ @ 


Ejemplos: examen de admisión UNI 2009-11 (matemática) 


Indica la secuencia correcta después de determinar si la proposición es verdadera (V) o falsa (F). 


| Dada Una шше f 


l. SiA es una matriz de orden m X n y B es una matriz de orden n хр, entonces A + B es de orden т X p. 


a Я suma de los 


| (я 
0100 ele: de la diagonal 
| 0010 | | | к pri DP). 
Il. SiA= 0001 es una matriz de orden 4 X 4; entonces existe un número natural K, tal que A*=0, зул 
ллы» 
0000 | 6 3>1]DP 
III. Si A es una matriz de orden n х n, entonces: А + A! = 0 Traz(A)=5+2 + (-1)=6 
_ Propiedades 
Resolución: - 1.Traz (A+B) = Traz 
1. Falsa (F). ла ; 
Si A es una matriz de orden 3 X 2 y B una matriz de orden 2 X 4; se tiene que la suma A + B no está definida, ym escalar (m0). 
puesto que A y B tienen diferente orden. _ 3.Traz(AB) = Traz(BA) 
II. Verdadera (V). 


Realizando la multiplicación de matrices: Observación 


Los ELEMENTOS HOMÓLO- 


0100/0100 0010 
2_|00100010]_|0001 e А 
0001110001 0000 аа 
0000/0000 0000 
001010100 0001 
3 о, |0 001 |[оото| |0000 
A =АА= ооо о|[ооо 11=[00оо 
0000/0000 0000 
000110100 0000 
43, [joooolloo1o| |0000 
il ООо 0001| |0000 
0000/0000 0000 


e 


3 Sea A una matriz cuadrada, : 
: su determinante se denota : 


Observamos que A* = 0 > k = 4; en estos casos a la matriz A se le denomina MATRIZ NILPOTENTE. Por 


. Falsa (F). 


Supongamos que nuestra matriz sea: A = ( | 


Atención 


10 20 Котби Ете 

L -Al = »А+А! = ambién se cumple: 
Еи (0 r) j Г 2) +9 * [АВ |= [А|В| 

- |A+B|2]A|+|B| 

dA DETERMINANTE а 


Es una función que aplicada a una MATRIZ CUADRADA nos proporciona un número real. 


Propiedades de los determinantes 
Dadas las matrices cuadradas A y B y el escalar k € R. 


a) El determinante de una matriz cuadrada y el determinante de su transpuesta son iguales. 
|А|= 1А! 


Ejemplo: 


aja К дїгї ai= $ = 11 = ААТ] 


@ 
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Ep И mpa Ка; Ка 
: ar a22) азл a22 
kz0 і 
ка, ; ka а a : 
=/Bj= 11 12 |= 11 2] : 


аз; a22 a21 a22 
[B|=k/A] 
[B]=k"]A] ; A de orden п 


Кат Kaya 


з kaz; Кар; 


: [кя] Дат! ms | : 
kaz; ka22 a21 аә» 


IKA]=k?|A] 


A de orden п = 2. 
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b) El determinante de una matriz es igual a cero, si todos los elementos de una fila o columna son ceros. 
Ejemplo: 


c) Si B es la matriz que se obtiene a partir de A, luego de multiplicar a los elementos de una línea (fila o 
columna) por un escalar k (k + 0) entonces: 


ІВ |= КА 
Ејетріо: 
-2 6 10 -2 6 10 -1 3 5 -1 3 5 
3 6 15|=3| 12 5=32 1 2 5|=6 2 5 
25 9 25 9 5 9 5 9 


d) El determinante de una matriz es igual a cero, si los elementos de dos líneas (filas о columnas) son iguales 
o proporcionales. 


Ejemplos: 
9.273 т eT 
e -151=0 e 2-2 2|=0 
10 4 6 141 


e) Cuando se permutan dos líneas (filas o columnas), el determinante cambia de signo. 


mnp pnm 
e SijAl=q r s =58=|s г q|=-581 
abc cba 


f) Si en una matriz cuadrada, los elementos de una cierta línea (fila o columna) son la suma de varias cantidades, 
el determinante puede descomponerse en la suma de tantos determinantes como términos tenga la línea. 
Ejemplo: 


a b c abc| јабьс| айс 
m+n+p q+r+s і+и+у|= та ti+n r uj+ipsv 
j k | j kil jki jki 


g) El determinante no varía si a todos los elementos de una de sus líneas (filas o columnas) se le suma o resta 
un múltiplo de otra línea. 


h) El determinante de una matriz triangular superior o inferior, y de una matriz diagonal es igual al producto de 
los elementos de la diagonal principal. 


Ejemplo: 
1 =2 le эү} иез 1-2 3 —4 
22 Zat 1 Al 2-7 0=1 21 
-1 2 2 3 o o 5-12 o 5 1 17090020 
3 -5 7-91 ]lo 1-2 3 0 0 0-4 


) El determinante de una matriz antisimétrica de orden impar, es igual a cero. 


0 4 -8 
A=|-4 0 7/5 |А|=0 
8-7 6 
Ejemplo: examen de admisión UNI 2012-1 (matemática) 
Dada la matriz: 
арс 
А= |а ej 
g hi 
a cb 
Determina la matriz P, tal que: PAP = | g i h 
d je 


o ‚ @ 


Resolución: 


e Realizando operaciones elementales de filas y columnas: 
Intercambiando la fila 2 y la fila 3: 


Observación 


100|fabc abc | РАР = (РА)Р = Р(АР) | 
001]. еј |= [9 hi h =. 
010 ћ і dej 


Intercambiando la columna 2 y la columna 3: 


ab c 100 ас b 
g h i 0 1ļ=|g i h 
de j 010 dj е 
* бе multiplicó primero por la izquierda luego por la derecha 
159. 
a 
100 100 
0.00 1|.А.| 0 0 1 |=PAP 
01.0 010 
ме —----=J 
22 
• La matriz P será: l Una matriz cuadrada A es 
100 | ilar) si 
P=|0 0 1 | 
01.0 | 
Menor complementario de un elemento 


El menor complementario de la componente (elemento) ij denotado рог |M;j| es el determinante de la matriz que 


resulta al eliminar la fila “ y la columna “j” de la matriz dada. 
Para: 


3 8 2 
A=|5 9 1 |elmenor complementario деа; = 5 es: |М, Е 4 5|=%6 (—1)2=42 | 
2-1 5 


Adjunto (cofactor) de un elemento 
El adjunto del elemento а; denotado por Ф; se define: 


Ф. = 1” М; 


ij 1] | 


Ejemplo: рага la matriz del ejemplo anterior: Ф, = (—1)7*'| М | = –4 


El cálculo de los determinantes 


Teorema fundamental - solo es posible a MATRICES 
El determinante de una matriz será igual a la suma de los productos de los elementos de una línea (fila o | CUADRADAS. 
columna) por sus respectivos adjuntos. 
Para: 
сл 


А=|5 9 1 es 
2-1 5 6 
© 
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} La función: (—1)) : 
: permite formar el cuadrado de : 
3 signos. : 


E р 
ES a 

ll RE 
e з ЫЙ | 


damental sí 
coger la línea (fila o с ) 
que tenga la mayor cantidad 
de ceros. 


Observación 


De la definición de una matriz 
transpuesta: 


Фуу Day Day +: Dm | 
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Considerando la 1.2 fila: 


3 8 2 
+- + 
aisi 5-80 5922 -1 
= 3(9(5) — (—1)1) — 8(5(5) – 2(1)) + 2(5(—1) – 2(9)) = -92 
Matriz adjunta 


Ala transpuesta de la matriz de adjuntos o cofactores se le llama adjunta de la matriz A (Adj(A)). 
Sea la matriz A anteriormente definida y Ф; el adjunto de а; entonces la matriz de los adjuntos o cofactores será: 


= vaa 
Ф= Фу Dz Dz Фу, | | MOS 
Фи Dr Ph Фп 
Ejemplo: 
12 3 
Sea la matrizA=| 2 1 4 |, halla su matriz adjunta. 
5 3 2 


Resolución: 


• Determinando los respectivos adjuntos de cada elemento de la matriz А: 


14 23 23 
A ;]|=-1% Фд =(-1 |5 |5; Фи =(1 i ‚| =5 
Ф (1) |2 2-16; 07 =(12 |, 9) = -13, op =(19? 22 
ops" ti e APA (9 |) }|=-3 

• Luego: 

—10 16 1 10 5 5 
Ф=| 5 -13 7|=Ad(A)=0'=| 16 -13 2 
5 2 -3 1 7 -3 


Matriz inversa 
Sea una matriz cuadrada no singular, si existe una única matriz B cuadrada del mismo orden, tal que 
АВ = BA = |, entonces definimos а B como la matriz inversa de A y la denotamos por: А! 


Теогета 
Sea A una matriz invertible, entonces la matriz inversa está dada por: 


4 Adj(A) 
AT! = УУ 
A] 


Ejemplos: 
1. Orden uno: A = (а) = А! = - а 0 


л [а р ai 4 а —b А 
2. Orden dos: A | о] =А HL ИШЕ: 


3. Examen de admisión UNI 2011-1 (matemática) 
Considera la matriz: 


14 к 
A=|1 К 4 
1k К 


Determina el conjunto de valores de k para que A sea invertible. 


Resolución: 
Haciendo operaciones con las filas de la matriz: 


14k 
1k 4 
1 kk 


1 4 k 
2-50 k-4 4-k 
0 0 k-4 


|А|= =(k-4 + 0=>k%4 


-kER-(4) 


Determinante de Vandermonde 
En forma general, para una matriz de orden n: 


СФ EFECTUAR 


1. Dada la matriz: 


=2 3 -1 
А=| 0 -2 4 
=) 0 5 


Calcula el valor de: E = a4 + aĝ% + a33 


2. S 
Al Na (Y Шу 
a={ 4 EA 6-2 | 
Адегпа А = В. 
Calcula el valor de: E = 4х + 2у – 2 
SS 
1 4 3 2 
А; = a 
C=2A+3B 


Halla traza de C. 


K 


+ Una matriz cuadrada será 
invertible, si: [A] 4 0 

e El determinante de una 
matriz triangular superior 
esta dado por el producto de 
los elementos de la diagonal 
principal. 


De la forma general, se deduce: 


e Determinante de Vander- 
monde: 
De orden dos: 


11 
М p=b-a 


• De orden tres: 


LARA 
a b с |=(b-a)(c-a)(c-b) 


a? b? c? 


4. Dada la matriz: 


a a 
Asl 2 8 = 
121 


y el polinomio Р(х) = 5х — 2 
Halla la suma de los elementos de Р(А). 


5. Dadas las matrices: 


1 
3 
А=(1 О 24 B= - 
Halla AB. x 
OSI 
A il g 
Asla 3 2 , calcula: A? 
1.4 3 
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Problemas resueltos M 


ЕЭ Sean las matrices: 
121 її 0=1 
С 42, V=l 0 0 € 
121 = 0 41 


Q = aU + BV donde a, В ER. 
Determina los valores de о, В para los cuales existen los números 
reales p, q tales que, simultáneamente, se cumple: 


1 1 1 1 
Е A Q =ч 0 
1 -1 


2 0 
1 —1 
Resolución: 
Como nos indica el enunciado: 
1.2 1 1 0-1 
Q=ap2 4 2 |+В| 0 
1.2 1 


-1 


Q 


о о 
uo 
Ža 
EN 
= 


1 
Multiplicando ambas matrices en (1) por: | 2 | 
1 


1 6 0 1 
Q|2|=a|12|+B 5-2 ере 
1 6 0 1 


Ahora multiplicando ambas matrices en (1) рог: | 0 


1 0 2 1 =) 
alo | =ао [+в 0 sa o [oa 
-1 0 25 с 


Deducimos luego, que сото р у q pueden tomar cualquier valor 
(arbitrario), entonces: œ, В € R. 


ED Determina los valores del número real x para que la matriz: 


MESETA м 
А= | 3 Ус Б sea invertible. 


Resolución: 

Debes saber que una matriz tiene inversa si: | A| 4 0 

Entonces: 

|А| = | í “з = (Ух+3)(Ух—5)—(3)(1) #0лх>5 
Operando adecuadamente: 

(0х+3)(Ух-5) +3лх25 


(х+3)(х– 5) +9лх25 
х2 2х - 15-9 #0лх25 
2-25-24 0 лх25 
(х- 6)(х +4) 40Ax>5 
х#6;х5— -4лХ2 5 


—оо 4 0 5 6 +оо 
Según el gráfico, establecemos: x>5 Ax Æ 6 
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ЕЭ Sea la matriz: 


a b 

A=} œ bc+x 
a 
Halla todos los valores de x para los cuales existe una matriz B 
tal que: 
10 
АВ =ВА= | 01 | 

Resolución: 


Considerando según la teoría: 
Como: AB = ВА=1= |A| 40 


a b 
>|A] = |с bc+x 
a 


Е a bo+x | oO 
a 
Reduciendo obtenemos: 


a (PL) -ф#0әһс+х-о #0 әх0 


<. XER-(0) 


ЕЭ E se sabe que los números 945 193; 525 217; 754 585; 


292 201 y 356 269 son divisibles por 19, halla el residuo de dividir 
el determinante de la matriz A entre 19. 


O 343 
a 1.2 5 6 
д5 II E 
2 0. 10922 
2 оо 5 б 3 
8308039 


Resolución: 

En la 3.2 columna, hacemos la siguiente operación: 
Сз + 10°C + 10°С, + 10°C; + 10°C} + 10С› 

Se tiene: 


945 193 
525 217 
754 585 
292 201 
356 269 
383 838 


[A]= 


0 ко Кю сл о ко > 
оо ә СО СО — о 
со сл о сл ко eA 
оо о Кә + сл сл 
00 Ко Y сл O 


Luego: 


49747 
27 643 
39715 
15 379 
18 751 
20 202 


[А [= 19 = 19; Кє 2 


со мо мо сл № > 
оо сб) СО o> o 
со сл со сл мњо eA 
оо О Кә a сл сл 
оо ©з м У сл O 


= |A| =19 
г. El residuo es cero. 


0 SISTEMA DE ECUACIONES 


e 


d DEFINICIÓN 


Es el conjunto formado por dos o más ecuaciones en donde intervienen dos o más incógnitas. 
Ejemplos: 


e \+у-2=0 
ху-2х=0 


e х2 +4y-25=0 
х+2у-7=0 


Solución de un sistema 

Es aquella solución numérica correspondiente a las incógnitas que verifica cada una de las ecuaciones en forma 
simultánea. 

Ejemplo: 


Las colecciones numéricas que verifican a las ecuaciones 
en forma simultánea son: (2; 3), (3; 2) = 2 soluciones. 


ху=6 )* Six=2Ay=3 > (2)(3) = 6 
х+у= 5 2+3=5 
e 9: х= 3 лу=2 > (3)(2) = 6 

3+2=5 


CD SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 


Sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 
De la representación general: 


= CS = ((т; п)) 
И 


valor valor 
de de 


х y 


ах + boy = с 


e + byy=0; 


REGLA DE CRAMER (método de los determinantes) 


А А ay b 
As = Determinante del sistema = а b. | = ayb, а; 
2 92 
; РГЕ с by 
Ах = Determinante respecto a la incógnita x = С c4b2 — с; 
2 0 
А тре a Cy 
Ay = Determinante respecto a la incógnita y = a, c | © 8192821 
2 ©? 


Los valores de x e y están dados por las siguientes relaciones: 


- Ау 
Y= ^5 


АХ, 
$ As” 

Ejemplo: examen de admisión UNI 2002-11 (matemática) 
Al resolver, en el conjunto de los números complejos, el sistema: 


(1+Z-W=-1-i 
27 + (1 —¡W=i 


Las 
El valor de W es: 


números complejos С. 


: También se pueden formar : 
і sistemas de ecuaciones con : 
: EXPRESIONES MATEMÁTI- : 
¿ CAS, estas expresiones de- : 
¿ben estar bien definidas. ; 


/х-үу =7 
x-y =49 


Ехргеѕіопеѕ vx- Му 
matemáticas A 


conjunto 


[Cs = (2; 3), (3:2) ) 
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Кесчетда 


z=3+4i=>Z=3-4i 


para һай 
nante de 3.°' orden. 


1. Recuerda el cuadro de 
signos: 


з 


+-+ 
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Resolución: 
* Según la regla de Cramer determinamos: 


As : determinante del sistema = + mes = (1 + 1)(1-1) - 2(—1) = 2(1 + i) 
Az : determinante respecto a la incógnita Z = ES r E |= =1-2 

А о 1+1 = 1-і ‚ 
Aw : determinante respecto a la incógnita W = 2j А | = 3(1- 1) 


* Los valores de Z y W estarán dados por las relaciones: 


z- AZ 2 [А 2 |2 э] А і ¡-2 (1-1) – conjugado 
As As Jl Aw ys 3(i— 1) (— 1—1) — conjugado 
w- А“ шр зл 
As =3(10=1) -3(-1-1) 6 2 6 
Estudios de las raíces del sistema: 
a4X + у = су 
ах + boy = с 


A) El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO 
(solución única) 


sl As=0 y 
Ax=Ay=0 

Si As=0y 
AxFOVAyXH0 


Sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 
De la representación general: 


B) El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO 
(más de una solución o infinitas soluciones) 


C) El sistema es INCOMPATIBLE (absurdo, imposible, 
inconsistente, no admite solución, no tiene solución). 


ах + boy +02 =d, => 
азх + bay + C3Z = d3 


CS= {(m; n; p) 
1T T f 


valor valor valor 
х у 7 


E + byy + C4Z = d} 


REGLA DE CRAMER (método de los determinantes) 


a 0 с dy b; C; ay dy б ay Dy d 
As = а, 0, Ca АХ dz b, Сә ‚Ау = az 4 Сә А7 = а, bz 4 

аз b3 сз дз 03 C3 аз dz Сз аз 0з dz 
Donde: 


As: determinante respecto al sistema. 

Ax: determinante respecto a la incógnita x. 
Ay: determinante respecto a la incógnita y. 
Az: determinante respecto a la incógnita z. 


La solución del sistema está dado рог: x = AX. y _ Ау. А2 
As” As” AS 


Cálculo del determinante 


En este caso puedes emplear cualquier método de los ya estudiados (...., el de la “estrella”, etc); para este caso 
particular empleamos el de los MENORES COMPLEMENTARIOS. 


Por ejemplo: 
a bi б b 
С a) с a, b 
AS = а bz Ca ta 21 2° 1 в ў 
C3 аз C3 аз 03 ninar la fila y с | 
аз Dz C3 correspondientes al elemento. 


1." elemento delalíneafija: a, 


= a4(b2C3 — DC) – b4(a2C3 — азс) + cy (a7b3 — азр») 


= a4b2C3 = азс = b482C3 T bya3C> T c4a2b3 = суаз№, 


Este procedimiento se empleará рага el cálculo de: Ax, Ay A Az 


аз Ca 
“к! 
a Di c 
AS = az bz Сә = a4b2C3 = ayDb3C, = азб;сз + азс + азс; = азс; B: "онтолоо Cy 
аз 03 C3 Ta E ba | 
> 
аз з 


Discusión de la solución 
a) El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (solución única) 


b) El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones o más de una solución). 


Si: As=0 y 
Ax=Ay=Az=0 


c) El sistema es INCOMPATIBLE (no tiene solución, absurdo, imposible, inconsistente, etc.). 


Si: As=0y 
Ax #0; Ay #0; Az #0 


Ejemplo: examen de admisión UNI 2008-I (matemática). 


La función polinomial: 


Ех; у; 2) = (K -уу-2 +3) + (@-у)у-х + 3)/* + (x+y +z- 3) 
Tiene N raíces (x; у; z). Entonces N es igual a: 


Р licar esta regla, se re- 
Resolución: E 


• El polinomio está formado por la suma de expresiones que contienen exponentes pares, en este caso para 
obtener sus ceros cada sumando lo igualamos a cero. 


F(x; у; 2) = 0 
(х-у)(у-2+ 3) =0 л (2-у)(у-х+3) =0 л х+у+2-3 = 0 
(х-у=0 У у-2+3= 0) л (2-у=0 v у-х+3=0) л x+y+z=3 
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Observación 


0 = —3 (absurdo) 


Ш-у+2=0 
у= < 


No hay un método general : 
para resolver éste tipo de : 
sistemas. : 
• Utilizando capítulos ante- : 
riores (producto notables, : 
factorización, artificios, : 
etc.) según como se pre- : 
senta el problema lo resol- : 
veremos. : 
e Considerar también дие: 
hay problemas que se re- : 
suelven geométricamente. : 


Recuerda 


tcp: trinomio cuadrado per- 
fecto. | 
(a+b) =а? + 2ар+62 
а EAAS 
tep 
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• Сепегатоѕ de está manera 4 sistemas de ecuaciones: 


x+y+z=3 х+у+7=3 х+у+7=3 х+у+2= 3 
l4 x-y =0 v I¿x-y =0 vil -y+z=0 v IV y=z=-3 
-у+2= 0 -x+y = -3 y-z=-3 =Xx+y =-3 
+ — + 
Al analizar el sistema ten en cuenta: |- + — 
+ — + 
111 
Ав=|И11-1 0 -1%|-|_у|=-1-%-@-6ў=-1-2=-3 
04 1 
Línea fija 
3 11 
Ах= 10:1 0 =al =-3>x= Š = 
0-1 1 
a a 
Ay=|1 :0: 0 =-3| =-3>y= Y --=3 =4 CS = ((1; 1; 1) 
Ж 01 As —3 
00:1 
1 123: hai коз 
Az=|1 -1 0: =+3| Е |=-3 2= 22 - 1 
бела 0 єє 


Sistema IV = CS = {(2; —1; 2)) ¡compruébalo! 
Luego: 
CS = CS U CS; Y CS U CSy= {(1; 1: 1) U Ø U ØU {(2; –1; 2) 


= CS = ((1; 1; 1)); (2; —1; 2)) tiene 2 raíces (х; y; 2) .N=2 


CD SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES 


Es un conjunto de dos o más ecuaciones en el cual las expresiones matemáticas que intervienen en el sistema 
pueden ser algebraicas o no algebraicas. 


yx-=y=5 


x+y=5 


х? + у^ = 16 


Sistema no algebraico: 
x+y =5 


Sistema algebraico: | 


Ejemplo: 
Examen de admisión UNI 01-1 (matemática). 


2 2 •  Reemplazando (1) en (4): 
х + 4у = 25 (1 
Dado el sistema: ' 0) 25 + 4ху = 49 
х+2у =7 .-(2) 4ху = 24 (5) 
X • Restamos la ecuación (5) de (1): 
Si 2y > x, entonces el valor de ү es: х2 —dxy + 4y?=1 
(х- 2у)2 = 1 
Resolución: (2y -x)? = 1 
• De la condición del ejemplo: * Considerando la condición (3) resulta: 
2y>x 2y -x=1 ...(6) 
2y-x>0 ...(3) 
• Con la ecuación (2) formamos nuestro sistema: 
• De (2) elevando al cuadrado: x+2y=7 
х2 + 4xy + 4у2 =49 (4) ыг 
э» х=3;у=2 


+ Nos piden: 7 ; епіопсеѕ su valor es: ү = > 


Problemas resueltos M 


Resuelve: 

(х+ 1)(у + 1) = 72 ...(1) 
(х+ 1)(2+ 1) = 12 ...(2) 
(у + 1)(2+ 1) = 54 ...(3) 


e indica la suma de los cuadrados de los valores de х. 


Resolución: 
.X+1_ 72 
De (1) y (3) tenemos: == a 4) 


Multiplicamos (4) рог (2): 


(x+1) _72 
== 12 
Шош лу 54 
+1) =16 
x+1=+4>x+1=4 Vx+1=-4 
x=3 V x=-5 
г. Suma de cuadrados de x: 3? + (sy = 34 


ED Resuelve el sistema e indica xy: 


20_10_5 | 
ES у Ух 3 
у Ух 3/ > ла 
y 3 
Reemplazamos М/у = 3 en (1): 
СЕЕ лы йшжхшй. асе 
Оз» /x=2=x=4 =. xy=(4)(9) = 36 


ED Resuelve el sistema y halla: y — 3 


x+y+2z=21 ..(1) 
x+2y+z=26  ..(2) 
2x+y+z=21 ...(3) 


Resolución: 


Sumamos las ecuaciones: 
4x + 4y + 4z = 68 
x+y+z=17 
Reemplazamos en la segunda ecuación: 
X+y+z+y=26 
17+y=26=y=9 


Nos piden: 
y-3=9-3=6 


ES Resuelve el siguiente sistema: 


х+у+2=2 

2х – 2у-2= 2 
x+2y-z=-3 
Indica: xyz 
Resolución: 
Del sistema sumamos (1) y (2): 
3x-y=4 (a) 
(2) – (3): 
х-4у=5 (P) 
Luego: 
4(a) – (В) > 11x = 11 
x=1 


Reemplazamos en a: 
341) -y=4=y=-1 


Reemplazando estos valores en (1), tenemos: z = 2 
Nos piden: xyz = (1)(-1)(2) = -2 


|5; Dado el sistema de ecuaciones: 


x+4y = 12 
5х + Зу = 26 


Calcula: (х + y)? 


Resolución: 
Observamos que: 


14 адр р 
isal, з= -170x=|2 q > 68; у= |. zg = -34 
Luego: 

Дх _-608 _ _ АУ _ 34 _ 
rr PA 
CS = ((4; 2)) 


Piden: (x + y)? = (4 + 2)? = 36 


6 / Si el sistema: 


2x+3y=m+1 
4х + 5у = 6 
tiene soluciones positivas, indica los valores de т. 


Resolución: 
2х + Зу= т+ 1 (1) 
4x+5y=6 (2) 


La ecuación (1) por 2: 

4x+6y=2m>+2]], 

4х + 5у = 6 [k ) 
y=2m-4 
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Reemplazamos у = 2m — 4 en (1): Sumando (1), (2) y (3) se tiene: 
2x + 3(2m — 4) = т+ 1 (x + y + 2)? =36 


2x+6m-12 =m+1 x+y+z=6 V x+y+z=-6 


2х= —5т +13 > х= =5M +13 “(+ Y + дл =6 
Comox>0 л y >0, entonces: 
29515 >0 A 2m-4>0 
m>2 
—5т +13 >0 
13 > 5m 
13 
5 7 | Resolución: 
A $ Del sistema: 
з (1) 
З{х + у) = 216 (2) 
Reemplazamos(1) en (2): 
3%, 2* = 216 
6* = 216 = 65 


Por comparación: х = 3 


Resolución: 

De la primera ecuación: y = a — 3x Reemplazamos x=3en (1): 
а х+2а з+у=2 =у=5 

De la segunda ecuación: z = 222 fi 


Reemplazamos estos valores en la tercera ecuación: 
3a- 3) + 28 = а 


9a — 27x + x + 2a = —3a 


11а — 26x = —3a 
14a Ta 
X=- ә X= -7 
26 13 Resolución: 
Se denota como: 


J: el número de días en que Juan pinta el auditorio. 
P: el número de días en que Pedro pinta el auditorio. 
C: el número de días en que Carlos pinta el auditorio. 


Resolución: Del enunciado: 
Sumamos las ecuaciones: 
2x2 + 4ху + 2у2 = 72 Т1 (1) 
(х + у)? =6? 
_ _ Md А (2) 

x+y=6 Vx+y=-6 Ј Сс 6 
(х + Y)min = =6 

(х + Y)mín. i | 1 _ Е © 


Sumamos las ecuaciones: (1) + (2) + (3): 


Tiaia 1_17_1_ 7 
J C P 60 P 6 6 60 
— 
1 

Resolución: 6 

Utilizamos а propiedad distributiva en cada ecuación: >p-8 _p-84 

Xy + х2 + 25 = 14 (1) 7 7 

yz + yx +xXó=9 (2) 

Zx+ zy +y°=13 (3) 
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ECUACIONES DE SEGUNDO 
ө PLANTEO DE ECUACIONES 


d ECUACIÓN 


Se denomina de esta manera a aquella igualdad que se obtiene al reemplazar por cero a 
cuadrática. 


4 y 


y 


Función cuadrática: ax? +bx+0= y Ecuación cuadrática: ax +bx+c=0 | | 7 


О PROPIEDADES DE LAS RAÍCES (TEOREMA DE VIÉTTE) 


Asumiendo que х; y xz son raíces de la ecuación cuadrática: ах? +bx+c=0;a%0, se puede establecer con 


ellas las siguientes propiedades: 


Suma de raíces (S) = xy + X2 = – 2 


Raíces simétricas (opuestas) = xy + хо = 0 


Р С ‚ ‚ 
Producto de raíces (Р) = х{. Ху = = Raíces recíprocas = x4 . ху = 1 


Diferencia de raíces (D) = xy — хо = ЕЕ 
Ејетріо: 
De la siguiente ecuación determina el valor de К para que una raíz sea dos veces más que la otra: 


3х2 — 24x + 8k -4=0 


Resolución: 
• De la suma de raíces obtenemos: e  Reemplazando (2) en (1): 
x 119 =- 0 3x2 + X = 8 
Хә = 2 
Xq +X2=8 [A 
* Por dato del problema: · Del producto de raíces: 
X4 = 2х5 +X 8k — 4 
1 2 PX 4: 
X4 = 3X2 (2) 
_8k-4 
6.2= = 
= К=5 


Propiedades particulares 
Dadas las ecuaciones cuadráticas: 


Si tienen las mismas soluciones, se cumple: 


A) Son equivalentes, luego: а – : =£ 


B) Tienen una raíz común: teorema de Bezout: | (cp — аг)? = (aq — bp)(br — cq) 


El valor de la raíz común se determina así: | x = z =P 
p-aq 


de una función 


А 


e Raíces reales у distintas: 


CEA 


s imaginarias y conju- 


х= т+ пі 
Acia ч 
| X =m>-ni 


e Raíces reales e iguales (raíz 
real doble): 


[4=0=>x1=x2= 2 


e 


: Propiedades adicionales : 
¿ e Por la identidad de Legen- : 
dre se obtiene una relación : 

entre las raíces: : 


2 2 
(ху + ж) — (X4 — ж) = 4х0 


} • Del mismo modo con un bi- : 
nomio al cuadrado: Е 
х2+ х2 = (ху + xo) — 2X4Xo 


¿ + También con un binomio al : 
cubo: A 


хў + х = (х + хә)? 
—3(Х{ + X2)X4 X2 
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Atención 
Ala condición de compatibilidad: 


Í (ср - ar}? = (aq - bpXbr- са) 


Se le conoce como: 


BEZOUTIANA | 


арх? + bpx +. 
арх“ + адх 
Restando (11) de (1): 

x(bp — aq) + (cp - ar) = 0 
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Ejemplo: 


Sea las ecuaciones equivalentes: 

(a? – 62)х2 + (ab + 1)х+7 = 0 
(а – Ы)х2+х+1 =0axb 

Determina: (a — 4py 

Resolución: 

Por ser ecuaciones equivalentes: 


(1) 


к= = == 
a-b? _ab+1_7 
a-b 1 1 
E= 

(2) 


+ De(1): а2– 62 = 7(а – 0) 
=> (а + 0)(а– b) = 7(a – b) 
= а+ь=7 a(l) 


• De(2): ab+1=7 
>ab=6 (ШП) 
• De (1) у (11): а= 6льЬ= 1 


+ Nos piden: (а – 40) = (6 – 4(1)) = 2% = 6* 


ОЈ FORMACIÓN DE LA ECUACIÓN CUADRÁTICA A PARTIR DE SUS RAÍCES 


si: x4 y хо son raíces de una ecuación de segundo grado, entonces esta ecuación es de la forma: 


x= (suma de raíces)x + producto de raíces = 0 


Ejemplos: 


1 Dada la ecuación cuadrática ax” + bx +c=0 


Los coeficientes a, b y с forman una progresión aritmética, si r4 y гә son las raíces de la ecuación y cumplen: 


a+b+c=3(1y + r) 
b +7 = гг; 

Halla: abc 

Resolución 


Si los coeficientes forman una progresión 
aritmética se cumplirá: 


= 252 = љ=а+с (1) 


Luego por propiedad sabemos: 

=D. рр С 
ly +1 = а! 4i a 
Por dato: 

= __3b 
a+b+c=3(1 +r) = 7 
De (1) tenemos: 
3b=-% 5а—-1 
a 

Del segundo dato: 


b+7=nt=%=-0 


b=-7-C (2) 


Reemplazando en (1): 
2-c-7)=-1+c 


-2c - 14=-1+c 
—3с= 13 
--13 
сз 
Reemplazando en (2): 
b=-7-C 
=p 
b= ч 3 
b=-7 
Luego nos piden: 
= (1—8 \/-13 
abc = ( o FN | 
— _104 
abc = 9 


2 Forma una ecuación cuadrática de raíces y4; y, sabiendo que: 


y = Xy +X9+2 О. ы 
ХХ + ХХ +1 XX) 
Donde: 


ху y xo son raíces de la ecuación: 3x? — 6x + 15 = 0 


Resolución: 
• De la ecuación cuadrática: 
3х2 – 6х + 15=0 
* бедип las propiedades de las raíces: 
Xx +X9=2 0) 
Х1Х2 = 5 ...(2) 
e  Reemplazando (1) y (2) en las condiciones: 
Xx +X%2+2 2+2 4 


у= ITA БЕ _4_1 


+++ 2+5+1 8 


ЖХ _2 
= XxX 5 

e Con estas nuevas raíces formamos la nueva 
ecuación cuadrática: 


y -Sy+P=0 
2 9 1_ 
10y? -9y +2=0 


PLANTEO DE ECUACIONES 

Sobre edades 

Ejemplo: 

Miriam es 7 años meno que su hermana y la suma de sus inversos de sus edades da 9/8. Determina ambas edades. 


Resolución: . 


x: edad de su hermana. 


“Suma de inversas edades es 9/8”: 


Reduciendo la ecuación obtenemos: 
(9x — 7)(х – 8) =0 


7 
= с le) v x=8 (Y 
х — 7: edad de Miriam. x= y (no cumple) v x=8 (У) 


• Las edades de las hermanas serán: 
Miriam =x-—7=8-7=1 año 
Hermana = x = 8 años 


Denotamos por: 


Por dato del ejemplo: 


1 1 9 


— + — = => 


x x-7 8 


Sobre números consecutivos 
Ejemplo: 
Examen de admisión UNI: 99-1 (matemática) 


Se tienen dos enteros positivos y consecutivos, tales que entre sus cubos hay 720 enteros. Determina el mayor 
entero impar comprendido entre dichos cubos. 


Resolución: 
• Según el enunciado: •  Reducimos términos semejantes: 
№, ЫМ +1 3№ +3N +1=721 


ММ + 1) = 15 х 16 
N=15 


720 ní números 


Luego, sabemos: 


(Ч +1)9—МЎ_ ‚ 
1 


1 = 720 El mayor número elevado al cubo será: 


(N + 1)? = 16% = 4096 

Desarrollamos la diferencia de cubos: 
(№ 1 – NIN + 1)? + N(N + 1) + №) =721 
№ + 2№ +1+N?+N +N? = 721 


Рог lo tanto, el mayor entero impar comprendido 
entre dichos cubos será: 4095 


Sobre áreas 
Ejemplo: 


Un triángulo tiene el doble de la altura de un rectángulo. La base del triángulo es los 3/2 de su altura. La base 
del rectángulo mide el triple de la base del triángulo. El área del triángulo es 864 m? menos que el área del 
rectángulo. Determina el área de cada figura. 


Resolución: 


El enunciado nos advierte: 


Área de la región Área de la región 


2 


triangular = cuadrangular 7 864m 
ран ——— 
Área Área 
02989 = (9х)(х) – 864 
3х2 = 9x? — 864 
6x? = 864 
х2 = 144 
(х+ 12)(х – 12)=0=x+12=0 v x-12=0 
x=-12 v х= 12 
(No cumple) 


Nos piden: 
Área de la región triangular = 3х2 = 3(144) = 432 т? 
Área de la región cuadrangular = 9х2 = 9(144) = 1296 m? 


ў Nota | 


e Miriam es 7 años menos : 
que su hermana : 


М = hermana – 7 
e 


M=x-7 


• Suma de inversas de dos : 
números: : 


Observación 


Representación de dos núme- 
ros enteros positivos y conse- 
cutivos: 


| NyN+1 


Atención 
Se muestran las regiones 
| аг y rectangular según 


сото indica el enunciado: 

[Т riángulo 

_ Altura = 2х; base = Э-(2х) = 3x 
Área = 20080 


т=====х====== 


Rectángulo: 


Altura = x; base = 3(3x) 


Área = (9x)(x) 
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Resolución: 


Por dato sabemos que las raíces son recíprocas, es decir: x4X,= 1 


Hallamos la suma de raíces: 


-(4— 4k) 
Xq+ Хә = Жж? 
Producto de raíces: 
k-2 _ 
2k+2 
k-2=2k+2=>k=-4 
Luego: 
E) 
MTS A 
_ (20) _ 10 
—6 3 


Resolución: 
De la ecuación: 


xy += -2 A хх) = M 


3 3 
Еп el dato: 
(3х; + 2) + (3х, +2) 
Б 


Resolución: 
Sean las raíces: х, y X> 


Dato: xy — хо = 1 


Recuerda: х; — X = a 


En el problema: 


(A+8-4(ANSA+2)=A 


Resolución: 

Dato: raíces simétricas; luego: 
X4 + х= 0 

Xx + X= -2=0>b=0 
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yb? - 4ас 


Entonces: 


a + xo)? = х2 + 2X4Xo + хо 


2 
(2) = х2+х5+2(1) 


100 22.2 
9 
>= 


Efectuando y resolviendo: 
(-$)+4 _ 
(®)+6(-2)+4 9 


Efectuando, tenemos: 
5A? — 2А—16=0 


Por aspa simple: 
(5А + 8)(А – 2) =0 


= 8 pa 
>A= 5 v А=2 


Luego: 
b=2-8m=0 
=2-8m=0=m=%= 


оо|№ 


Resolución: 
Si las raíces son iguales: >A = 
А = (бп)? – 4(n+2).9 


0 
0 
36n? – 36(п + 2) = 0 
п (1+ 2) =0 
n-n-2=0 

n -2 

n +1 


Resolución: 


Raíces: Xy =2 + 51 =X2=2 – 5 


Luego: 


$=х+җх=4 Л P=(2+ 5i)(2 – 5i) 
Р = 22 252 = 29 


Reemplazando еп: x? – Sx + Р = 0 
“dx +29 = 0 


Resolución: 
Хү + X2 =—12 


X4 = (-6+/2)(-6- V2) 


= (62 -(/2Y 
= 36 – 2 = 34 


Resolución: 


(2m + 1)х2 — (3m – 1)х+2=0 


(п +2) – (2n+1)x-1=0 


Luego: 
х – (X4 + X2)X + ухо = 0 
La ecuación de 2.° grado es: 


л. № + 12x+34=0 


Las ecuaciones son equivalentes, se cumple: 


2т+1_3т—1__ 
n+2, 2n+1 __ 
(1) (11) (11) 
De (1) y (11): 
2т+1 = –2п – 4 
m+n= > (о) 
Resolviendo (о) y (В): 
m=-9A n= 13 


2 


De (11) y (111): 
3m-—1=-4n-2 
3m+4n=-1 ...(В) 


Nos piden: 2mn = 2-91) =—117 


\ UNIDAD 4 i 


Desigualdad 
Es una relación de orden que se establece entre dos números reales que tienen diferente valor, es decir: 


abeR/a#bs=sa>bva<b 


CD INECUACIÓN 

Es aquella relación de orden que se establece entre dos expresiones matemáticas de por lo menos una variable 
y que se satisface para un determinado conjunto de valores, y si no se satisface para ningún valor se dice que 
la inecuación es incompatible. 


Siendo en forma general: 


Donde A; B son expresiones matemáticas. 


| кого | 20 | Inecuación | 
d INECUACIÓN CUADRÁTICA Eg 
| 
Forma general: {а; 0; с) СВ;а20 


Рага dar solución a este tipo de inecuaciones se deberá analizar el discriminante A = b? – 4ac; considerando клы 
para ello su coeficiente principal positivo. aa! ича 


|. Primer caso. Si: Д = 02 4ас=0 
Aquí, el polinomio ax? + bx + c es un trinomio cuadrado perfecto (tcp). 
Ejemplos: P с 
Sea: ax” + bx + с = х — 18x + 81; donde А = (18) — 4(1)(81) = 0 Ea 


Factorizando: х2 — 18x + 81 = (x — 9), luego: 
© Si(x-922>0 = CS=R 
. Si(x-9?<0 => CS=(9) Recuerda 
© Si(x-9?>0 > CS=R- {9} 
© Si(x-92<0 = С$=@ 

Il. Segundo caso. Si: A = 02 — 4ас > 0 


Aquí, el polinomio ax? + bx + c es factorizable en R. 
En este caso se utilizará el criterio de los puntos críticos. 


Ejemplos: 
1. Determina el conjunto solución de: 2. Determina el conjunto solución de: 
ж /2х- /3х+ v6 >0 x-5x-6<0 
Resolución: Resolución: 
А=(У2 +43) —4(1)/6 >0 А = (=5? — 4(1)(-6) >0 
xX- (02 + /3)х+у6 >0 xX- 5-6 <0 
x 43 X —6 
У ста _ —/2 X кА +1 
x- У/З)( =(2)E0 (х – 6)(х+ 1) <0 
ше MID, + 
=00 =1 6 +оо 
CS = (=; VZ]U[V3; +=) аш 
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Recuerda 


+ Teorema del trinomio positivo: 


ах? + рх+с= 
а ик 
dkg 


ЕЕ 


ШУ 4ас| 
4а? 


Si:b?-4ac<0n a>0 


e | ax+bx+c>0 |; vx e IR 


EEEE Т E 


1. Dados: ay; а; az; ...; ay ER: 
Se cumple: : 


MP > MA > МС > MH 


Donde: 

MP: media ponderada 
MA: media aritmética 
MG: media geométrica 
MH: media armónica 


МР = n/a +a? +аз +...+an : 


n 


aq + a2 + a3 +... + an 


МА = 
п 
MG = y a4 a7a3...an 
MH= ш 
ПЫ E AE 
a а; а; п 
Il. Si: 


MEX +... + Xp. [п 
AAA 
= а, <ар; уа <} 
Ш. 51: x4; х2; Xp ERAN EN i 
п п п 4 
хү'+хд'+..+Х, 
ты лр че КУ ы 
р : 
кен ыыр : 
р 


IV.Considera también: 


O<ab+ac+bc<a?+b? +c? 
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Ill. Tercer caso. Si: Л = b? — 4ac < 0 
Aquí, emplearemos el teorema del trinomio positivo. 


Ejemplo: 

• 3x? + 5x + 10 >0; coeficiente principal: a =3>0 | = 3х2 + 5х+10>0 
О тИ VxER=CS=IR 

• 3 -2x+7>0 а=3>0 лд = (2)? – 4(3)(7) <05 > CS=R 

e 202 +х+ 1020 а=2>0 A А=1°—4(1(4}<0  =CS=R 

e \+х+4<0 а=1>0 A А=1°—4(1)(4)<0 


Pero: x? +x+4<0 =CS=08 


e 2 + 3+ 15 <0 а= 2>0лл= 32 – 4(2)(15) <0 
Pero: 2х2 + 3х + 15 <0 s С$=0 


CD INECUACIÓN DE GRADO SUPERIOR 


Una inecuación polinomial de grado superior en una variable presenta la siguiente forma: 


2 


ara + apx" T 


Donde los coeficientes del polinomio son números reales соп a, + 0, n € Z*. 
Para determinar el conjunto solución de este tipo de inecuaciones emplearemos el método de los puntos críticos. 
Si: ху; X2; Хз; ...; X} Son las raíces reales del polinomio, entonces: 


адх — х{)(х — X2)(X — Хз) ... (Xx — Xp) #0 


Donde a, debe ser positivo, si es negativo se le multiplica por (-1). Se ordena en la recta numérica en forma 
creciente, luego se obtiene el esquema gráfico: 


үүтү. ANN 


00 +00 
X X Х.Х; Xp 1 Xn 


Si la desigualdad tiene los sentidos: 


Mayor > 0 
Mayor igual > 0 


Menor < 0| 


Elegi | Е 
Menor igual < 0 | egiremos las zonas (—) 


| Elegiremos las zonas (+) 


Ejemplos: 
1 Determina el conjunto solución de: -xX +4х<0 


Resolución: 
Como el coeficiente principal del polinomio es negativo, multiplicamos a ambos miembros por —1 con lo cual 


cambia de sentido la desigualdad, luego factorizamos. 
х -4x>0 
x0é — 4) > 0 
x(x + 2)(x-2)>0 


El conjunto solución será. 
CS = [-2; 0] U[2; + оо) 


2 Determina el conjunto solución de: 


(x – 2){х — 5)(x + 3) (х – 9) < 0 Recuerda 


Resolución: 


La desigualdad se puede escribir como: [ a>boam<bm ) 


(x – 2)8{х – 5)(х + 3) x + 3)(x – 9) < 0 


Cancelando los factores de exponente par, tendríamos x = 2; х = —3 y х = 9 que son valores que A A 
anulan a sus factores respectivos y si reemplazamos en la inecuación original obtendríamos para cada (sia>brb>c0>a>0 ] 
caso el absurdo (0 > 0) esto quiere decir que x = 2; x = —3 y x = 9 no se tiene que considerar en el Na 
conjunto solución. 


La desigualdad queda como: (x — 5)(x + 3) < 0 


• Е! conjunto solución será: CS = (—3; 5) — {2} 
CD INECUACIONES FRACCIONARIAS 


Son aquellas inecuaciones donde por lo menos una incógnita se encuentra en el denominador. 


Р(х) 
[ТЕ 


Donde: Р(х) у Q(x) son polinomios no nulos, 


Adopta la forma general: =0 Observación 


Para la solución; al factorizarse Q(x), sus puntos críticos se considerarán en sus intervalos respectivos “abiertos”. 


Ejemplos: 


1. Enunciado del primer examen parcial CEPREUNI (concurso UNI 2002-1) 
Determina el dominio de la función f, definida por: 


Готите: ВЕ 

f(x) = = pi 1 : 
У х2 4 A 

| (aj < 0 © (x-a) <0 | 


Resolución: 

• El dominio de la función lo determinan los valores admisibles de la variable x. 
3ax=x>0 л x2-4>0 
х(3-х)20 л (х+2(х-2)>0 
x(x-3)<0 л (х+2(х-2)>0 


• Еп la recta numérica real: 


• El dominio de la función será: Domf(x) = (2; 3] 


Atención 


2. Enunciado del examen final CEPREUNI (concurso UNI 1999-1) 
El valor máximo de la función: 


42—32 
f(x) = 5 еп los reales, es: 
р + х 
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Кесчетда 


(с < р < а | ст < рт < атп) 


Atención 
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Resolución: 


• Sumando y restando “b? en el numerador de la fracción: 


fx) 


• Formamos f(x). 
• Сото se sabe que: > 0; Vx ER 


* Invirtiendo los miembros de la desigualdad, 


estos también serán positivos: 


e Multiplicamos por acabe (a? +b? > 0) 


• Sumando —1 a todos los términos: 


Establecemos el intervalo final: 


El valor máximo de la función es: 


_ а^+Ь7— (x? +b’) 


В b? + х2 


É2>0> x2+b*> 2 


CD INECUACIONES IRRACIONALES 


Es aquella desigualdad en la cual en uno de sus miembros destaca una expresión irracional. 


Ejemplos: 


e Jx -x-2 <6-x 


Criterios de solución 
A) Cuando los índices de los radicales son impares 
En este caso no es necesario realizar restricciones a la incógnita. 


Ejemplo: 


Determina el conjunto solución de: 


Resolución: 


• Elevando al cubo miembro a miembro, resulta: 


• Esta desigualdad es equivalente a escribir: 


a E 


• Los valores admisibles de la variable x es: CS = (-9; 5] U [7; + оо) 


В) Cuando los índices de los radicales son pares 
En este caso sí es necesario realizar las restricciones a la incógnita. 
Sigamos los siguientes pasos: 
|. Garantizar la existencia (CVA) de la expresión irracional. 
II. Transformar la inecuación en otra equivalente eliminando los radicales. 
III. El conjunto solución será la intersección de los dos anteriores pasos. 


Recuerda 


Ejemplo: 
Determina el conjunto solución de: у/2х+ 11 > —— 
Resolución: 
• Garantizamos el conjunto de valores admisibles: CVA: 2x+11>0= x= y (1) 
e Considerando los casos: 1. caso: ые >0=x>-3 
> JAT > ^+ 3 
+ + 
• Elevamos al cuadrado miembro a miembro: 
2 
2x +11 ыш А х>—3 


(х—7)(х+5)<0 A x>-3 


(A): x € (-3; 7) 


Recuerda 


• Considerando el segundo caso: 
2.° caso: х+3 <o э х<-3 


2x+11 > 


— —— 
+ = 


х+3 


e Resulta una desigualdad que es correcta: 
х<-3 A 2x+11>0 


x<-3 A x=- 11/2 


‚_ ШШЩ 


=00 11 3 +оо 
2 


(В): хє Бх -3) 


• Realizamos la operación de conjuntos: 1.” AUB y 2. CVAN (AUB) 


í С Б ЧЧ у 
1° AUB: RN 3 = 
7 
2° (AUB . и _, 
1 => 1 -3 7 ш 
CVA 2 a 
cs=xe|-4:;7) 3) 
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Recuerda 


• Exponente fraccionario: 


| Wa” = an 


• El teorema del trinomio po- 
sitivo 
VxeR y a;b;ceR 


lald+bx+c>0Sa>0» A<0 | 
а les, 


а? = ат+п+р 
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Desigualdades е inecuaciones ехропепсіаіеѕ 


En este tipo de inecuaciones la incógnita se encuentra en el exponente, se presentan сото: 


l. Si la base (В) es mayor que la unidad: B > 1 


“El sentido no cambia” 


Ejemplo: 
Determina el conjunto solución de la siguiente inecuación: 


+1 } / п 
X 4*t3 < *—1/162Х+3 


Resolución: 
* La desigualdad se puede escribir como: 
х+3 2x+3 
4x+1 < 16Х—1 
• Expresando 4 y 16 en base 2: 
2(х +3) 4(2х + 3) 


2 x+1 «2 x-1 


e Observamos que В = 2; (2 > 1), entonces: 


2(х+ 3) 2 4(2х + 3) 
Х +1 x-1 


• Operando adecuadamente, obtenemos: 


1 
к+1(х—1) 7° 
+ \,/ - `4 + 
= _1 1 +оо 
• El conjunto solución será: CS = (—oo; -1) U (1; +оо) 


II. Si la base (B) es menor que la unidad, pero mayor que сего: 0 <В < 1 


ВМО 2 В№) => M(x) = М(х) 


¡A 


“Cambia el sentido” 


Ejemplos: 
1. Examen de admisión UNI 2002-1 (Matemática) 


Sea la inecuación: 
= = — 15X 
2(х a? X Б (a2 1) 
5х 4х+2 
а а 


а con0<a<1 


Entonces, el menor valor que satisface la inecuación es: 


Resolución: 


e Reduciendo cada miembro de la desigualdad: 
2х-2+5—х—5х 2x2- x—4x-2 


a <a 


2 
a ga – 5x-2 


e Сото 0<а< 1 (dato), entonces: 


K 


3- 4х> 2x -5x – 2 


2x2 —-x-5<0 


e Factorizando el trinomio: 


еза, 


1-1). 


К 


; Los valores aproximados de: 


а MET AO 
2 т I 1+4 = а 8 
4 4 
11-441 _ 
135 1,85 4 1,35 
• El conjunto solución es: 
11-441. .1+441 
CS= 
4 4 
• Luego, el menor valor entero que 1 и <х< ЕЕ 
satisface la inecuación es: 
—1,35 < x < 1,85 
х= - 1 


2. Examen de admisión ОМІ 2005-11 (Matemática) 


Resuelve: (V34+/8) + (V3- V8) <34 


Resolución: 


Expresamos /8 =2/2, luego: 


Transformamos los radicales dobles a simples: 


Haciendo el cambio de variable: 


Entonces la nueva desigualdad será: 


Dando la forma de un cuadrado perfecto: 


Factorizamos la inecuación: 


т ésta comprendido en el intervalo: 


Reponemos la variable: 


Los nuevos extremos, con una base común: /2 +1 


Сото В > 1 se cumple: 


El conjunto solución es: 


• De acuerdo а la teoría de 
radicales dobles: 


43+22 = (2 +1 
| { 


(Мз+2/2) MAA <34 


21 207 
Use <34 хачи 
(У2 +1) * La expresión 
(It =m УР 


Por fórmula general: 


mE — < 34 Үш = —(— 6)+ кү, 
m+2+ 1 <36 /m=3=+2/2 
> /m"-6/m+1<0 
m+ 1) <36 НЕ ТҮ 
| tm) (т -= (3 + 2/2))(Ут — 
1 (8-24/2))<0 


/m -6/m+1<0 

(Мт - (3-22 Xv/m -(3+24/2)) <0 
3- 2/2 </т<3+2/2 

3- 2V2 < AUTO <3+2/2 

ALAN? < (VZ +17 < (V2 1 


22780 


AS<x<4 


CS = (-4; 4) 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
Recordando: 
X; Xa X3; XER ANEN 


Resolución: 
n n п е 
(24315) /x+3) > y Е а, аруа <р 
(И7-х)( х6) En el problema: í 
Analizando: Xy;ZER"; а=2лВ=3 
x-6>0=x>6 (54) il 
Se cumple: 
Luego: PAREN 24 3,3 315 
(2x4 31590043) > y (2 +у +2 ) E E nz ) 
(7-х) Е 
(2х + 3)(x – 5)(х + 3)(х– 7) > 0 с 1 
авыр ay 2>to/2 
CE: 
Al cubo: Piden: (х3 + у? + 7°). = 16 2 
8 3 a х3 руз +23 ( ъа. (2 
31 3 3 
x € (-оо; -3] U þa 5 U (Т7;+оо) (55) 


Luego S4 N $: 


5 3 3 > E Resolución: 
16%-3 < 87*+1) | Luego: 


2#&-3) < 230x+1) | 16x-12<21x+3 
—15 < 5x => X2 3 


Recuerda: 
91: а* < аў, а > 1 Nos piden la suma de valores negativos. 
=>x<y a =ш=6 


Resolución: 
Si x4; Xz; +. XER ANEN 


n 


n n 
> X4 +X2 +... + Хр (4 | 
р р 
En el problema: x; y; z e В+ лп= 3 Resolución: 
х3 њуз +23 > х+у+г у 0) Por existencia еп IR: 
3 2 ( 3 ) Ё х+1>0 л х-1>20 л 3x>0 
Además: 81 > x? + у? + 23 кой de кл 
т, í Al intersectar tenemos: x > 1 (1) 
Dividimos entre 3: 
N: La inecuación dada es: Vx+1 + ух Т < /3х 
81 „Ху +z (N) 
3 3 Elevando al cuadrado: 
аы х+2ух2-1 <3х | —1)<х?—ә32—-4<0 
2 (х+У+2) 2 
3 (20х21) <(хХ?# | (У3х-2)(У3х+2)<0 (2) 
х+у+2<9 > Amy =9 Intersectando (1) y (2): 
A 
| | | > M=|1 243) 
ЗА 1 E +°% ‚ 
Үз їз 3 
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FUNCIONES 


d DEFINICIÓN 


Una función f es un conjunto de pares ordenados donde se cumple: 


Si: (a; b) ef A (a;c)ef = b=c 


Ejemplo: PAGAN Ў Nota | 


: Una relación ез ип subcon- : 


Identifica cuáles son funciones: Resolución: | } Junta дө pares ordenadas de 5 
F = {(7; 5); (3; 4); (2; 1)} e Observamos que F y G son funciones, H по lo і ип determinado producto car- : 
G = {(4; 2); (6; 4); (4; 2), (3; 0} es ya que a la misma primera componente 2 le } tesiano. E 
H = {(2; 1); (2; 3); (3; 0)} corresponde diferentes valores. o “ 
LT 
Z 
Dominio 


Es el conjunto que agrupa a todas las primeras componentes de los pares ordenados de la función. 
Notación: Dom(f); Df 


Rango 
Es el conjunto que agrupa a todas las segundas componentes de los pares ordenados de la función. 
Notación: Ran(f); Rf 


CD FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL , 
Una función f es de variable real si su dominio y rango están incluidos en el conjunto de los números reales. 

Valor numérico de una función. 
Es el valor que toma la ión 


Dom(f) € R A Кап С R 


(D REGLA DE CORRESPONDENCIA 


Es la relación que existe entre los elementos del dominio y el rango de una función. 


y = f(x) se lee: y es función de x Donde: x es una variable independiente 
y es la variable dependiente 

Ejemplo: 

Sea f: А — В una función definida por el diagrama: 


Se observa que: 
f(1)=1 f2)=4 {3) =9 {4) =16 
Notamos que si х є Dom(f) = f(x) = х 


Regla de correspondencia 


= f queda definida: f=((x; y) €RXR/x € Dom(f) л у= f(x} 
Ejemplo: 

Determina el dominio y rango de f(x) = no 2 , six € [9; 19) 

Resolución: 


El dominio está indicado: Domf(x) = [9; 19) 


Para hallar el rango formamos la regla de corresponda y = 


2 apartir del dominio: 


9<x<19 
27 < 3х < 57 
25 < 3х – 2 < 55 


5< AL <и 


2. Ran(f) = [5; 11) 
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d GRÁFICAS DE FUNCIONES 


Ejemplos: 
1. Grafica la función: 2. Grafica la función: 
f(x) = xX? — 2x + 2; x € [1: 4] х) = 21 
| Моа $ ле ыранда нды E Е | X |+ 1 
: E Resolución: 
} Gráficamente: : Қх) =х?-2х+2 Resolución: 
y y Tabulando se tiene: Tabulando se tiene: 


6%. — EJEJEJOICIENERES 
amin sem DEE 


: (Para que una gráfica sea : 
: función, la recta vertical la : 
} debe cortar en un punto). a 


: Desplazamiento de gráficas: 
E A) Horizontal 


Sea la función: f() = f(x +a) £ 
Se desplaza en el eje x: ` 


ха) | х) fx-a) 


E CD) FUNCIONES ELEMENTALES 
: B) Vertical 


Sea la función: f(x) > {х)+а + Son aquellas funciones especiales, las cuales nos servirán de apoyo para poder resolver funciones complicadas. 
Se desplaza en el eje y: ¿ Las más importantes son: 


tora 1. Función lineal (primer grado) 


Es la función determinada por la siguiente 
regla de correspondencia: 


е : f(x) = mx +b Donde: m 40 > Dom(f)= R 
: т; рє В Ran(f) = IR 
: : т = tan6: pendiente de la recta 
} С) Horizontal - vertical : b: intercepto con el eje y 
: {х+а) +6 E 
Ejemplo: Su gráfica es: 


Grafica la función: f(x) = —2x + 4 


Resolución: 

н Сак) 
| l 
m b 


Se sabe que su gráfica será una recta, para ello 
solo se necesitan los interceptos con los ejes, 


evaluamos: f(0) y f(x) = 
(0) y f(x) Ten en cuenta lo siguiente: 


+ 0) =-2(0)+4=4 • La gráfica de toda función lineal es una línea recta. 


* 0O=-2x+4 > x=2 • Para dibujar la gráfica de una función lineal basta 
con ubicar dos puntos en el plano y por ahí trazar 


EJEA | | | ипа гесїа. 
б) Palo. interceptos (0; 4) y (2; 0) 
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2. Función identidad 
Es una función lineal, donde: т= 1л b=0 


f(x) =x 0 у=х 


La gráfica de esta función: 


• Siempre pasa por el origen de coordenadas: (0; 0) 


• Esla bisectriz del primer y tercer cuadrante. 
• La pendiente es: т = їап45° = 1 


Su gráfica es: 


45° Dom(f) = IR 
Ran(f) = IR 


m = pendiente = tan45” = 1 


4. Función cuadrática 


3. Función constante 
Es una función lineal, donde: m = 0 


fíx)=b | o | y=b 


• Al graficar esta función se obtiene una recta 
paralela al eje x. 


Su gráfica es: 


Es la función determinada por la siguiente regla de correspondencia: 


f(x) = ax + bx + с 


Completando cuadrados: 


о | y=axl+bx+c 


y = к= а(х – h}? 


La gráfica de la función cuadrática es una parábola de vértice (h; k). 


Donde: 


== ) = 
БЕШП 


e Sia>0 
La parábola se abre hacia arriba. 


V(h: К) 
Tiene un valor mínimo en k 


Dom(f) = IR 
Ran(f) = [k; +00) 


Ejemplo: 
Grafica la función y = -2x2 + 4х +1 


Resolución: 
Identificamos coeficientes: 


Intercepto con el eje y: f(0) = y = —2(0)? +4(0) + 1 
y=1 


e Sia<0 
La parábola se abre hacia abajo. 


үю 7 


La gráfica tiene un máximo en k ----4k 


1) > 


Dom(f) = R 
Ran(f) = (—со; К] 
Entonces: 


e Punto: (0; 1) 

e Vértice: (1; 3) 

e а<0 = La parábola se abre hacia abajo. 
Graficamos: 


La gráfica tiene un máximo en 3. 


: Creciente: 

3 X4 < X2 > х) < f(xo) 
; Decreciente: 

} Хз < X4 = (хз) > (а) 


Atención 
Método para graficar ип: 1 
_сїбп cuadrática со! 
cuadrados. 


Sea: y = -3x? - 6x-9 
Completando cuadrados: 


у= -3(х+1)2+3-9 
у+6 = –3(х + De 


Dándole forma: 
y = (56) = = - (1992 


k a h 
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: Simetrías o reflejos de las 
: gráficas 


i ALEJE x: 
i f(x) se cambia por —f(x) 


¿ ALEJE y: 


¿ f(x) se cambia por f(-x) 
: y 


AR Ñ y 


} AL ORIGEN: 
} Sea 


i Si f(-x) = f(x), la gráfica ез: 
: simétrica al origen (función : 


: impar): 
у=х 
f(x) 
¿ Continuidad : 
: La gráfica es continua : 
¿si no presenta 


: interrupciones: 


Continua 


; Discontinua 


: х; X2 хз 


¿ f(x) es función polinomial de 4.°: 
: grado. cuyas raíces son Xy; X3; : 


£ хз y X2 es raíz doble 


10%) =k =x- о) ха) i 
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(función раг) : 


saltos о} 


Otro método: completando cuadrados 
y= -2x2 + 4х +1 
y =-2é -2x+1-1)+1 


5. Función valor absoluto 


Dom(f) = R 
Ran(f) = [0; +оо) 


6. Función raíz cuadrada 


Dom(f) = [0; +00) 
Ran(f) = [0; +оо) 


9. Función máximo entero 


2; x € [2; 3) 
хє [1; 2) 


f(x) = 0; хє [0; 1) 


Ғипсібп раг 
Es aquella función f(x) que se caracteriza por ser 
simétrica al eje y. 


Se cumple: | f(-x) = f(x) Ух; —x € Domf(x) 


Ejemplos: 
“y = “100 = 
> f(-x) = (=x5) = f(-x) = |—Х| 
f(-x) = f(x) ~- f(-x) = |х] 


—1; x € [-1; 0) 
2; x € [-2; -1) 


e Vértice 
(h; k) = (1; 3) 
* Intercepto con el eje y: 
x=0 
> y-3=-2(0- 1) 
у=1 
Punto (0; 1) 
Por ambos métodos se obtiene la misma gráfica. 


7. Función inverso multiplicativo 


i Dom(f): IR 
Ran (f): (1; 0; 1) 


Domf(x) = IR 
Ranf(x) = Z 


Función impar 
Es aquella función f(x) que es simétrica al origen. 
Se cumple: 


f(-x) = —f(x) 
Ejemplos: 


-i= 
f(-x) = (o = –х 


У x; -x € Domf(x) 


CD OPERACIONES CON FUNCIONES 
Sean F y G dos funciones tal que Dom(F) N Dom(G) = Ø, se definen las siguientes operaciones: 


Suma de funciones: (F + G) 


(F + G)x = F(x) + G(x) ; Dom(F + G) = Dom(F) п Dom(G) 
Diferencia de funciones: (F - G) 

(F — G)x = F(x) – G(x); Dom(F + б) = Dom(F) п Dom(G) 
Producto de funciones: (F . С) 

(Е. G)x = F(x) . G(x); Dom(F . G) = Dom(F) п Dom(G) 
División de funciones (F/G) 
(F/G)x = F(x)/G(x); Dom(F/G) = Dom(F) л DomG – {x / G(x) = 0) 
Ejemplo: 
Dadas las funciones: Con el mismo procedimiento: 
= {(—9; 1); (—2; 4); (0; 6); (7; 1); (—1; 2)) F - G = {{(-3; —1); (—2; 3); (0; 7); (—1; 2} 

AESAAT F . G = {(-3; 2); (-2; 4); (0; —6); (—1; 0)} 
Determina: F + G; F — G; F . G; F/G F) 

m F/G(x) = DomF/G = DomF N DomG — {x / G(x) = 0} 
Resolución: g(x оча | 
Para F + G; F — G y F . G, el dominio es: ы Бава 
Dom(F) п Dom(G) DomF/G = (-3; —2; 0) 

(3; –2; 0; 7; -1)n (=5; 1) 
Dom(F + б) = (-3; –2; 0; -1) = F/G(x) = 4-3 F(-3), 2; F(-2) (о; Е(0) 
э F+ G = (3; F(-3) + G(-3)); (-2;F(-2) +G(-2) spy Reza) Cam) 
(0; (Е(0) + G(0)); (1; 0-1) + GI) | > FIG )=[(- 34) (243 (0; - 6)} 
F +G = {(-3; Шыр, (22,4 +1); (0; 6 + (1); (-1;2+0)) 
F +G = {(—3; 3); (—2; 5); (0; 5); (1; 2)} 


Composición de funciones 
Dadas las funciones F y С, se define la función compuesta de F con С, así: 


FoG(x) = F(G(x)) | (regla de correspondencia) 


DomFoG = {х/х є Dom(G) л G(x) € Dom(F) 


3: za las funciones: 
)=%№- 2x + 1; —2 <х<4Лл6(х) 


Ejemplos: 


‚ 91х) =x -7 y g(x) =x- 1; = Vx +1;x20 


= 


determina la regla de correspondencia del fog. Hale FoG 
e Resolución: 
Resol е 
esolución ESE 


Evaluamos g(x) en f(x): 


(900) = (х= 1)2-7 = х2 2х6 х/іхє Dom(G) A G(x) € Dom(F) 


Y 


х>0 A -2<Ух+1<4 
2. Determina el dominio de FoG, si: х>0 A Vx+1<4 
F = ((2; 4); (3; 6); (4; 7); (8; 9)) x20 A Vx <3 
G = ((6, 8); (3; 3); (5; 6); (2; 4)} х>0 ^ 0<х<9 
Resolución: LRD . 
DomFoG: x /x € Dom(G) A G(x) є Dom(F) DBA тезе 
Ер AS = Dom FoG = [0; 9] 
{6;3;5;2}  G(6) = 8 € DF Hallamos la regla de correspondencia: 
== FoG(x) = =Е(Ух +1) 
G(5) = 6 £ DF А 
G(2) = 4 € DF = (Vx +1)?-2(Vx +1)-1 
-. DomFoG = (6; 3; 2) FoG(x) =х+2/х +1-2/x -2-1 


7. FoG(x) = x — 2; x € [0; 9] 


K 


Ten en cuenta 


son iguales 


: Propiedades: 

| fog A gof 

| (f+ g) oh = (foh) + (goh) 
Ё (fog) oh =f o (goh) 

і (ба) oh = (foh)(goh) 
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na recta hori: 
si corta a la gr 


zando ш 
gráfica, 
un solo 


Cualquier 
recta horizontal 
solo la corta 
en un punto. 


Тез inyectiva 


/ La recta 
1 horizontal 
„ corta a f(x) 
- en 2 puntos. 


| ~. f(x) no es inyectiva 


¿ Una función inversa ES : 
i también es inyectiva y su į 
: gráfica se obtiene reflejando : 
} f(x) respecto а la función : 
¿ identidad y = x. : 


| х de f(x) viene a ser y de f'(x) : 
: y de f(x) viene a ser x de f'(x) : 


ei 7 


: Función monótona, es cuando : 
: la función es creciente o : 
: decreciente en su dominio. 
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Función inyectiva o univalente (uno а ипо) 
Sea una función f: A — B; f es inyectiva si a cada imagen le corresponde una única preimagen. 


Si хү; х € Dom(f) = | f(x4)=1(X2) = Xy = X2 
Ejemplos: 
f 2 2 2 
y =X > Хү = Хә 
c xx у= Ух х= % 
ЖЕТУ 7. La función es 
f es inyectiva. 7 es inyectiva inyectiva. 
f= ((а; 4); (b; 5); (с; 7), | 
Función suryectiva o sobreyectiva 
Una función f: A — B, es suryectiva si su rango coincide con el conjunto de llegada B, es бес,  Ran(f) = В 


Función biyectiva 
Una función es biyectiva cuando es inyectiva y suryectiva a la vez. 


Función inversa 

Llamada también función recíproca. 

Notación: 1 o f* 

Sif: А — В es una función inyectiva; 

entonces se define: f~": В — A como una función inversa. 


Ft) =X; V x € Domf 
(\х)) =x; Y x € Domf! 


Donde: Si A є Dom(f) = A € Ran(f'), es decir Dom(f) = Ran(f') 
Si B € Ran(f) =B € Dom(f?), es decir Ran(f) = Dom(f"*) 


Ejemplos: 
Halla (х)! si existe, еп cada caso: 
1. Sea: f(x): A — B 


3. Sea: f(x) = 2.2 


Resolución: 
Comprobamos si es inyectiva. 


Da Veamos: 


f(x) = 0) = хү=х; 
2х1+5 _ 2х5+5 
х= 3 Е х. - 3 


Resolución: 
• Como a cada elemento del dominio le corresponde 
un único valor, entonces es inyectiva. 


2X4X2 + 5X2 — бху — 15 = 2x4 X; + 5x — 6x2 – 15 
Xq = х) = es inyectiva 


Por lo tanto: 2х +5 À 
existe f~": B — A = {(3; —4); (2; —1); (0; —3)} • х) =у= 7E (despejamos x para hallar la regla 
de correspondencia) 
2. Sea: f(x) = 2x — 3 _ 2х+5 
ón: у= 5-3 
Resolución: 
(0) =x ух – 3y=2x+5 
Evaluamos: 2 f'(x) -3 =х X= E (cambiamos y por x) 
1х) = ХЗ. tra 3x+5 
2 sf (х) = x? 
Propiedades: 
I. Dom Е! = Ran F IV. FoF =| 
Il. Ran F~ = Dom F V. (F! =F 


IIl. ЕСЕ = I (función identidad) VI. (FoG) = СОЕ! 


Función exponencial 
Sea b un número real positivo y diferente de 1, la función exponencial queda definida por: 


DomF(x): IR 


= рх 
үн RanF(x) : (0; +оо) 
yb>0Ab#1 
Presenta las siguientes gráficas: 
Si b > 1; F(x) es creciente. 510 <b < 1; F(x) es decreciente. 
' FO 


X 


X2 


Teorema: Teorema: 
Ejemplos: 
1. Determina x en cada caso: 2. Determina x, 
a) Si: 371 = 27 Si: 2 у= 64 (1) 
у+х _ 
Resolución: 2 =512 -@ 
-1_a3 
ЗС =3° =x=4 Resolución: 
СЭ 2 De (1): 2**У = 64 = 2° 
р) Si: 22%7*=4 x 8x2 Т1] 
3 х+у=6 
Resolución: 
022025027 ре (2): 27** = 512 = 2% 
> a 
5 3х-2=7 =x=3 2y+x=9 
=>x+y=6 lo 
2у+х=9 


у=3лх=3 .. х= 33 


3. Determina el conjunto solución en cada caso: 


x 1\х 
а)16->4_ b) (т) > 0,0625 c) 3/33 < /В1 
Resolución: Е 
j Resolución: Resolución: 
sii Ix 142 3 
4х5 41 (т) >p 33 < 32 
х+3 
> 2x>1 =x<2 = sa 
сузу Л. ELO 
= > 
io ЭЭА 
4. Grafica: y = (Lp б; Grafica: y = 2 
4 Resolución: 
Resolución: Como: b =2> 1 
Observamos que es una función par (simétrica al e | 
А = у= 2 es creciente 
eje y). 
= Graficamos para х > 0 y reflejamos: Graficamos: 


K 
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Observación 


Recuerda 
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Función logarítmica 


Se define: 
у = Е(х) = оох | equivale a b”=x( 
=1 x 
р>0лр + 1; хє (0; +оо) F- (х) =6 


propiedad de logaritmos) 


(lainversa dela función exponencial 
es la función logarítmica) 


Gráficas: 
Sea F(x) = І09х 
Sib > 1 


DomF(x) = (0; +00) 
RanF(x) = IR 


Teorema: 


Si: logpXy < 109 => X4<X2 [Wb>1 


Ejemplos: 


2 
1. Encuentra el dominio de: f(x) = logs ,/ 1 — е 


Resolución: 
De la definición: 


1-£>0 
х2 <4 
э-2<х<2 
2. Domf(x) = (—2; 2) 


2. La figura muestra la gráfica de una función f. 


y, f(x) = m + log, x 


Calcula: 1092 


Resolución: 

De la gráfica f tenemos: 

(2) =0 = т + log,2 = 0 = 1092 == т 
(3) = 3 = m +1094 = 3 = т + 10922= 3 


Reemplazamos (1) en (11): 
= 1092 + 21092 = 3 
= 1092 = 3 


510 <6<1 


DomF(x) = (0; +оо) 
Кап (х) = IR 


Теогета: 


Si: lOgpXy > 109 = Xy <X2 {УО <р<1 


3. Grafica: у = log2x 
Resolución: 


_--у = 109 2x 


i 1 y = —log 2x 

4. Grafica: y = loga(x? – 2х + 1) 
Resolución: 
Primero por definición: x*-2x+1>0 

(х= 1)2> 0 

= “y” se puede escribir сото: 
у = 1092 |x- 1 
y = 2109 |х — 1| 


Graficamos: у = 21009(х — 1) y reflejamos en el eje y: 


y 


y = 2 l0g,(x — 1) 
Donde: x-1>0 


sos 
y = 2 log, |х — 1| 


Problemas resueltos 


Resolución: 


Dada la función: 

F = ((2; 6), (1; a — b), (1; 4), (2; a + b), (3; 5)} 
Se cumple: 

a-b=4 

a+b=6 

Resolviendo 

a=5Ab=1 

Nos piden: 

V2a-b=4Y25-1=3 


Resolución: 
Dominio: Rango: 

_X+2 _ X+2 
Y= х5 Y= x5 
>xER- (5) (у—1)х=5у+2 
г. Dom(F) = IR — {5} 5у+2 

X= 
y-1 
>y-140=y%+1 
>yEeR-(1) 


-Ran(F) = R- (1) 


Resolución: 
Partimos de la gráfica conocida: 


= y' = X? — 2 (desplazamiento 


=2 vertical) 
y" = |x? — 2] (la parte negativa de x? — 2 se refleja en el eje x) 
y y 
> у= |22] 
X X 


Finalmente F(x) = [К = 2+3: (y" se desplaza verticalmente 3 
unidades): 


y, 


DomF(x): R 
2 RanF(x) = [3; +00) 


Resolución: 
F (x) — 4 Х—=3 


+ 
(хау +1 


4 x-3 
TLE, e 20) 
(+ 1y х+1 


4+(х- 3)(х+ 1) 


> 49 
(х+1}№ 

Reduciendo: 

2 
ай i >49 
(х +1) 
Sacamos la raíz de ambos miembros: 
х—1 >т ү х—1 <-7 


+1 


3Зх+4 <0у4Х+3 <0Ax+1#0 
Хх +1 


х+1 7 
+ + 
—оо —4 —1 +оо 
3 
+ + 
оо —1 —3 +оо 
4 
Luego: 


x € Fan U т 


Resolución: 
f + g: calculamos Dom(f + g) =Dom(f) N Dom(g) 


f/g: Domf/g = Domf п Domg — {х € Dg(x)/g(x) = 0} 
41; 0; 4) — (4) (ya que 9(4) = 0) 
= Domf/g = (-1; 0) 
f(0) 


(flg)x = w (5 Sen) (o0) 
1 
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Resolución: 

Del dato: 

Қо(х)) = xX? — 14x + 49 
gx)? = (х 7) 

19(х)1 = |х—7| 

z. 9(x) = + (х – 7) 


Resolución: 

(1) = (1 – 3(1) =-2 

2) = 1-2 – 11 - (-2) =5 

f(g(-1)) = f(2(-1) – 4) = 1(-6) = |—6—1| — (-6) = 13 
(1)) = 9012 3(1)) = g(2) = (-2)? -2=2 

<. M=-2+5+13+2=18 


Resolución: 


Para ver si existe f*(x) determinamos si f(x) es inyectiva. 


e Parax=-2; f(x) = ух+2 > ху) = f(x) = X =X 


x+2>0 = yX%4+2 = yX% +2 
=0 >20 
Elevamos al cuadrado: 
Xx+2=X+2 
X41 =X = f(x) Y x= —2 es inyectiva 
Determinamos el rango de f(x) = ух+2 = f(x) > 0 
= Domf*(x) = [0; +00) 


Regla de correspondencia: f(x) = у= Yx+2 
2 


y =x+2 
x=y -2 
Р(х =x 2; ух>0 


e Parax<-2 
f(x) = х2 + 4x2 
f(x) = (x + 2)? - 6 
Veamos si es inyectiva: 
> +27 -6 = (х +2 6 
ыйы, ае 
<0 <0 
-Xx -2=-X -2 
ху =X, = es inyectiva, posee inversa. 
Determinamos Ranf(x): x + 2 < 0 
(x+ 2)? >0 
(x+22-6>-6 
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Regla de correspondencia: 

х) = y = (x +2)? -6 

y +6 = (х +2) (x+2<0) 
Yy+6=-x-2 

x=-2-yy+6 = (xo) =-2- ух+6 


Ик x>0 
CU == XEO 1 x>-—6 


Resolución: 
e Partimos de la gráfica exponencial conocida: 


et -Y x-120 
х>1 


Finalmente por estar en valor 
absoluto la parte negativa se 
refleja en el eje x. 


F(x) = |е*-!-2 


Resolución: 
e La gráfica conocida es log»x: 
y | 


se refleja la parte 
negativa 


Finalmente |log,(x—2)|+ 1 
La gráfica sube 1 unidad 


De la gráfica: Dom = (2; +00) 
Ran = [1; +00) 


LÍMITES 
© 


CD NOCIÓN INTUITIVA DE LÍMITE | 
En matemáticas el límite es una tendencia que tiene una función o sucesión de aproximarse a un valor. Recuerda 
En el gráfico podemos ver que cuando x se va aproximando a 3 (tanto por la izquierda como por la derecha), las 
respectivas imágenes se van aproximando a 9 (tanto por abajo como por arriba). 


y Cuando x se aproxima a 3; f(x) se aproxima a 9. 
a A e ы Simbolizando: cuando x — 3, entonces f(x) — 9 
Lo que a su vez se sintetiza con la siguiente notación: 
| у= вре iS í їтї(х) = 9 
13,04) = 920161... ' Luego, lím f(x) nos indica el valor límite de f(x). Observación 
1(2,98) = т. неда леин ) En general: 
| OE нету El límite de f(x) cuando x se aproxima a хез L 


0 
dì DEFINICIÓN FORMAL DE LÍMITE 


Dada una función f: Df CIR — IR y xy un punto de acumulación de Df (Df = Dom(f)); diremos que el límite de 
la función f(x) cuando x se aproxima a xy es el número real L, si y solo si: 


Ve>0;35>0/x€ рот A0 < |x- Xp] < = |х) -LI < e 


Es decir, para todo épsilon mayor que cero (tan pequeño como se 
quiera) debe existir un delta mayor que cero, de tal manera que los 
puntos (х; f(x)), Ух E (Xp — б; Xy + 8); deben estar en el interior de 
la región rectangular comprendida por las rectas x=X¿— ô; X = Xp + ô; 
y=L-8ee y=L+e. 


X% -S х Х+ӧ Хх 


dA TEOREMA DE LA UNICIDAD DEL LÍMITE 


Si existe el límite de una función, este es único. 


Si: límf(x) = y límf(x) =1,5 ц =L, 


d DEFINICIÓN DE LÍMITES LATERALES 


En la gráfica se observa que cuando x tiende a valores 
próximos de “a”, tanto por la derecha como por la izquierda, 
f(x) tiende a L por arriba y por debajo respectivamente. 
Donde: 

a; L € R, y L es el valor del límite en el punto a. 
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Atención 


Si: іт (х) =х>а 
х-а+ 


с 


Límite lateral рог Іа derecha Límite lateral por la izquierda 


> 


Valores por la izquierda 


М ха 


х toma valores cercanos у mayores al valor де a. x toma valores muy próximos y menores al valor de a. 


lím f(x) =L; 


Xa" 


lím f(x) = 1 


х-а 


ОЈ TEOREMA FUNDAMENTAL DEL LÍMITE 


El límite de f(x) existe si y solo si existen los límites laterales y estos son iguales. 


lím f(x) = L = lím f(x) = lím f(x) =L 
x= a х-а* xa 


Observación 


> alim f(x) 


No existe límite en el punto хо. 


} Álgebra de límites 

: Sean f y g dos funciones tales 
¿ que іт (х) = y límg(x)Lz- 
Н x—*X, х—х, 


Р т (9) (х) = lim f(x)+limg(x) : 
2 0-5, Хе Н 


X= X 


: lím (f-g)(x)= lím f(x)- lim g(x) | 


i ттд) = lim (f)x lim g0) 


AO: ы 


еа е 
: lim ($) = іт а(х) Lz 
: lim [12990] = ( lim Сх) 1900 
+ XX KR 
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= 151240 


Ejemplo: 


6-x;x>2 


Determina si existe т) para f(x) = | X: x<? 


Resolución: 


Aplicamos el criterio de los límites laterales. Tomando como punto de acumulación al 2. 


Límite lateral por la derecha 


lím (x)= lím (6-х) = 4 
x= 2% х—2* 


Límite lateral por la izquierda 


lím f(x) = lim х= 4 
х2 х- 27 


Сото lím f(x)= lím f(x) = 3 lím f(x) (El límite existe cuando х tiende a 2) 
х—2* x>27 x>2 


Teoremas de límites 
Sea la función f(x) y xy un punto de acumulación del dominio de f, tal que: lim f(x) =L 
X 


Entonces: 
1. lím f(x) | lím 100) =(L};ne Z 
х— ху) х— ху) 
тх) 
2. іт Б = рю = 66; > 0лЬ #1 


х—Хх, 
Ж = 7 añ К + 
3. ү) = СШ =L пєй п> 2 
donce L 2 0, sin es par y L € R si п es impar. 
d TEOREMA DEL SANDWICH 


Sean 3 funciones f(x), g(x) y h(x), tales que: 
f(x) < g(x) < h(x) 


Si: lím f(x)= lím (х) == lím g(x) = 
X— Xp X= X X= X 


o ‚ @ 


@ LÍMITES INDETERMINADOS 
Un límite indeterminado lím f(x) se da cuando no se puede calcular el límite simplemente evaluando f(a). 
*x=a 


Se presentan cuando el valor del límite es: = 50. со – оо; 1% 
оо 


Límites de la forma 0 


imf(x) > 0, entonces: 
д 


Para calcular el límite de esta forma se aplican los métodos de factorización, cocientes notables y productos 
notables, con el fin de eliminar el factor que genera la indeterminación. Esto en el caso de funciones racionales. 
Y en el caso de funciones irracionales se racionaliza. 


ímlo: f(x ) = !о‹ ím fo ч 
Ши log limt) 


Ejemplos: Шш) = In lim f(x) 
1. Halla: 2. Calcula: = 
2 
lim 3X2 17x + 20 lim УХ—5 
x= 44x? — 25x + 36 x-25 Х—25 © 
Resolución: Resolución: Э 
• Evaluando en el límite: х = 4 • Evaluamos: › 
Obtenemos: Y (25-5 0 
0 Ж Ж... йшй. ЖЕРЕ, ЫЙ 
f 25-25 0 
• Entonces factorizamos: ТИС 
2 e Como se observa una función irracional 
3х7 — 17x + 20 multiplicamos por la conjugada: 
+ (3x 5)(х–4) еы 
1x -4 х-25 X—25 ` /x+5 
4x? — 25x + 36 ТА (х=25) 
tde —9(4х—9)(х—4) х- (125) /x +5 
X —4 • Ahora evaluamos nuevamente: 


; 1 1 
• Reemplazamos: > lim = 
х-5 /x+5 10 
im LEDS т 345 
х-4 (4x-9)/(x-4) х-4 4x-9 


2 СЕ 
== 1 


Recuerda 


Límites de la forma == 


Se emplean los siguientes teoremas: 


a) lím 1 o; nez' b) lím o; nezt 
X=>+00 у" х--о X 


аух'+а{х'71+а,х'-2+..+а, _ 


c) Sea el límite lím L 


х-= хт by MÍ +, 


—оо; si n > m (grado del numerador > grado del denominador) 


> L= 2 ; si n = m (grados iguales) 
0 


0 ¡sin < m (grado del numerador < grado del denominador) 


1 е) lim 1 z si п es impar. 
—оо sin es раг. 


Límites de la forma oo — оо 


Se emplean los métodos usados en los límites de la forma: 0 peg 
оо 


Ејетріо: 


Calcula: іт (у х2 7х+6 –х) 
Х— оо 
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lím ( E 
хоо 1 


: Para límites trigonométricos, 
: si іт (х) =, соп xy 40: 


X—X, 
: Sea: 
¿X=Xo=h = x=h+X, 


: Х- ҳу > X-Xp>0 

: h 

i > lím f(x) = limf(xy + h)=L 
: х- xX, h-0 


} Se hace el cambio para que į 
; la variable tienda al valor de : 
¿ сего (x — 0) que es como : 
: están definidos los límites : 
} trigonométricos. : 


А T 
o] 


Atención 


Cuando: x 
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Resolución: 
Evaluando: оо — оо 


Como es una función irracional multiplicamos por la conjugada: 


lim та 6 x). УХ —1Х+6 +x) 
кеа АРИ (М х2-7х+6 + х) 


lim LETAL ут 79 


= |т-———^—-—- 
al у2 A *7°® 1-L+L +1 2 


(é -7x+6-=x?) 


x= TAB EX 


Límites de la forma 1% 


Se usan las definiciones del número de Euler (e): 


{ 1x _ 
а) ШИ +х)^=е 


1 1 


Sea z = = X = > Cuando Z — оо = х—0 


: 14 Y 
= lim (1+2) =е 
2 


2— оо 


lí X —7 


b) Sean dos funciones f(x) y g(x), tal que lím (1(х)%®©) = L; si al evaluar x en xo хо) =1 y 9(%)=00, 
X — X0 


entonces: L = exc 00 10900) 


CD LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


1. lím Senx = y 
x—0 X 


= cuando x > 0 


senx — х 
Demostración: 
Dada la CT: 
B 
A 
(К tanx 

EC 

ст 
Observamos: 


Árean apo < Área дос < Árean Bco 


cosxsenx 1 „1 4 tanx 


2 2 2 


2. lim senx = 0 
x>0 


Dividiendo entre senx: 


COS X X 1 
2 2senx ` 2cosx 


Multiplicando por 2: 


cosx < SENX <1 


X COS X 


Por el teorema del Sandwich: 
Tomando los límites a los extremos. 


lím cosx=1 A lím 1 =] 


lím senx 


х—0 х—0 COSX 


3. límcosx= 1 
х—0 


5. lím ѕесх = 1 
х—0 


ѕеп(рх) p 
‚Ит —————— 
x-0 sen(qx) q 


x>0 X 


d FUNCIÓN CONTINUA 


Una función f(x) es continua en x si y solo si: 


1. f(xp) existe Gráficamente: 
2. lím f(x) existe 
X= X 


3. бу) = lim 10) 


Ejemplo: 

Determina si la función: f(x) = 4x + 1 es continua en x = 2. 

Resolución: 

Se tiene f(2) = 4(2) + 1 = 9, además: lím f(x) = lím 4х + 1=4(2) + 1 = 9 = {2) 
x> x> 


Luego, f(x) = 4x + 1, es continua en x = 2. 


СО LA DERIVADA 


Si f es una función, entonces la derivada de f, denotada por f', en un punto x, se calcula así: 


Teoremas relativos al cálculo de la derivada 


1. Si f(x) = с, c € R, entonces: f'(x) = 5 [59 | _ Р(х) а(х) – 9 (х) #(х) 
2. Si f(x) = х", entonces: f'(x) = пх" A nez* 
3. [f(x) + 9(х)] = Р(х) + g'(x) 

4. EION = Р(х)о(х) + (х)9\(х) 


CD LA REGLA DE L'HOSPITAL 


Es un método que simplifica el cálculo de límites indeterminados aplicando el empleo de derivadas, para lo cual 
las funciones tienen que ser derivables. 


Forma 0/0: 
х) о , f(x) f'(x) "(x) 
E (у =ч 
Si a — oo conviene hacer la sustitución x = > 52-0 
оо 
Forma y 
fœ) _ f'(x) д оф 
m 900 = Jim 300 (similar al caso anterior: 0) 
Ejemplos: 
Ж, | 2. іт nx 
‚ ШП, senx х-1Х—1 
Resolución: Resolución: 
Evaluamos, se obtiene 0. Al evaluar se obtiene п. 
Aplicando L'Hospital: Se puede aplicar L'Hospital: 
‚еле _ у SN, A im ПХ т 4 -1 
ШШ, senx со50 1 | х-1 2x-2 х—1 > 2 
кслс === к з 2 
f(x) f'(x) 10) fx) 
g(x) g'(x) 90) go 


: к= а = Г(х)=а 
} f(x) = ех = (Ж = 
; перегіапо) 


lim f(x) . g(x) 
х-а р 
Donde: f(x) — 0, g(x) — оо 


: Derivadas notables 


апа (a cte) E 
ех (e base ; 


: {ху = ѕепх = f'(x) = cos 
E f(x = cosx = f'(x) = senx 


fa = nx > fo) =1 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
lím ЗИх + 5х. х +5х _ 2 
х= 2х+7ух 
Resolución: Para levantar la indeterminación dividimos entre x al numerador y al 
(х+ 2)(х2— 3х +5) _ x2-3x+5 denominador: 
(х+Д(х+1) x+ (+s) 
Za м X o 
н усе (277) 
lím XxX – 3+5 
х--2 Х+1 
Рог prania ao К 3 e +5 
lim х — 3 lím x + іт аш 2 IT. 
„| Е Ie == DET 
Шш 0+8 _5 
2+7(0) 
tasie кА) 
=-——————=—-15 
—2+1 


lím хх -x+10 45 
х--2 x?+3x+2 


Resolución: 
sen6x _ 


lím 


sen6x _ 
Lim = lím 16 бу =6(1)=6 


Resolución: 


S= lím 2x2 +3х+2 
x= 3x —2x+3 


Como el grado del dividendo es igual al grado del divisor: 


5-2 
= 3 > 
Resolución: 
im 2-2c08X _ 21, 1 соѕх (1 +COSx) 
ш 32 3 lm x | + COSX) 


-= 2 т — — cos?x 
3 х-0у2 (1 + cosx) 
Рог Методе: trigonométricas: 


Resolución: 
МИ з с 
туз == | 
х(х—1) 
_ үт] УУХ 1) |67 
х-0| Ух(/х?+1) 
im Х=1. 
= (1m Ба = = (ы 
e E 


Resolución : 
Evaluamos; estamos en el caso (1). 


X 
= Buscamos formar lím (1 Ez] =е 


X= оо 


х-3 1 -5 yA 
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_—5_ -(к+2) 


= lím твн б^" 


Х— оо —(х + 2) 
5 
—(х+2)/ –5(х–1) 
= ji 1 5 | х+2 ) 
= lím [1+ ‚‚ 
x= 00 —(Х +2) Resolución: 
5 Evaluando, presenta indeterminación: 
(1) im tanx- ѕепх к—— 
=е Зуу; =e” Е т, ХЗ tan x + senx 


tan?x—sen?x 1 


х0 іапх + ѕепх y 


Usamos identidades trigonométricas: 


sen?x( L - 1) i 
А с05<Х 
ión: = "¡m2 Aia 
вена х-0 tanx + ѕепх х3 
. lím 1х+21 = xX toma valores mayores y próximos a — 2. 
х+2 sen*x 
x>-2* x+2>0 => 
2 = lim —$98°Х_. 4 
(х +2) -1 х0 tanx+senx уз 
x+2 { 
с ta z = ій (sem). to 1 
Шш, |= іт A 2) х-0\ X соѕ2х tanx+ senx 
х= X> Е x 
= x toma valores menores y próximos a 3. ЧИТ | 
2<x<3 > [x]=2 Empleando límites trigonométricos: 
4 
Luego: lím ([x]-2)= іт (2-2)=0 = lim (senx) 1 
ЖЗ x= 37 х-0\ X lím cos х т 20X + іт sen 


х-0 X x>0 


o (Ar) 


im (0 ax) > E 
х—0 X 
Resolución: 
Sea: х = 220 
Сото: х 1 = 220.1 
4 С 3 2 
lim 2-1 e (z ye ы 00 _4 
22184 #-1(2—1)(71+27%+27°+2+1) 5 
tim Ух—1_4 
5 


Resolución: 


Sea: F(x) = r= Eu lim, Fx) =2 


Aplicando la regla de L' Hospital: 


X Й 
Im Е(х) = lim 01) 
Resolución: х—1 х-1 (пх) 
Operamos dentro del límite у factorizamos: nitt 
ar (1+b)xf + cx? + ах2 bx— 100 Р с 
lím ¿q á+ a E 0 L 
кооз x-1 X 
Por propiedad, el grado del denominador debe ser mayor que el =(1)1.(In1 +1) 
grado del numerador. | 
= 2-а=0; 1+0=0 л с=0 S mF% = 1 
а=2 ; b=-1 
л а+ь+с= 1 
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LA DERIVADA 


: El problema histórico de hallar : 
: la tangente а una curva E 


¿ y los trabajos de Fermat; : 
: Newton y Leibtniz dieron : 
¿ origen a la definición de de- : 
¿ rivada. : 


Observación 


Incremento de x : Ax 
AX=X- Ху 
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dA INTRODUCCIÓN 


La derivada es un poderoso instrumento del cálculo infinitesimal y expresa el ritmo de cambio instantáneo 
de cualquier función. Surge de la necesidad de saber la forma en que varía una cantidad respecto de otra, 
considerando los problemas de la tangente, aceleración, máximos y mínimos que involucran la noción de límites. 
Por la cual aparece una rama llamada cálculo. Cuya función es la de modelar y optimizar valores. 


La derivada de una función P(x; y; z) 
Representación: 
Р'(х; у; z): pendiente de cualquier curva. 


d DEFINICIÓN 
Sea una función f(x), la derivada representa la razón de la variación de la función entre la variación de la variable. 
Estas variaciones se hacen cada vez más pequeñas, entonces: 
f(x+Ax)- f(x) 
0 AX 


у= Р(х) = lím 


f(x+h)- f(x) 
h=0 h 


Hacemos Ах =h = y =f(x)= lim (más usado) 


Notación 
Si f es una función que depende de los valores de la variable independiente x, la derivada se denota por: 


у= (х) = df(x) _ df _ D,f Se lee: derivada de f con respecto a x. 


dx dx 


dA INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA 
Sea la curva cualquiera y = f(x) 


Donde: 

f(x): función de variable x 
Lz: recta tangente 

Ls: recta secante 


Observamos que cuando Ax = x — xy se hace pequeño (concepto de límite); {хо + Ax) — {хо) también se 
reduce y la recta Lg (recta secante) se aproxima a ser una recta tangente Ly, y о se aproxima a В. 
= tana — tanf 


_ f(x +Ax) —f(%) 


tanp АХ > tana 


} o TA FAX) f(X 
F Tea a е o 


Importante 
La derivada de la función f(x) en el punto хо viene a ser la pendiente o tangente en ese punto (Xp). 


Ejemplo: 
Aplica la definición de la derivada para calcular f'(x) si f(x) = Ух. 


Resolución: 
A+ Ax) f(x) 


Sabemos que por definición: f'(x) = lim i Ax 


Vreys как УК) 


VX+AX +Vx 


= (х) = lim, multiplicamos por | 
Ах- 
(х) = кые ш 2% = lím 1 
ш ШЕТ гуч ГҮ Ах-0 (Их Ах + Vx) 2-0 ух Лх ух 
Evaluando el н Ах =0 
Рх) = 1 
(0 TE 
d TEOREMAS 


Conozcamos los principales teoremas que se utilizan en el marco de la derivación de ciertas expresiones. Para 
esto, sean f y g, funciones diferenciables en un intervalo y c una constante, entonces: 


1.Si:f(x)=c = f(x) =0 
2. Si: f(x) = 


x = Р(х) = 1 
f'(x).g(x)- Кх) .0'(х) 
[9(х)№ 


ol o 


wj- 


`|9(%) 


Demostración del teorema 2: 
Si: f(x) = х 


>f(x)= ше x) _ 


Demostración del teorema 4: 


Dx[f(x) + 9(x)] = lím E (+ 9)(х) 


-0 
; бе сы 
= lím 
h0 h 
o [(х+һ)-{(х) g(x +h)-g(x) 
= || + 
h=0 h h 
im ОЕП) 1) ‚ү 90+) 900) 
ПЕЕ жил о h 
D+ ту) + 90) 
Ejemplos: 
; _ 6 05 2_ ' 
1. Si f(x) =X – 8x + 3х — 1, halla f'(x). 2 Siy= 263 | 
х°+2 
Resolución: jó 
Resolución: 


= 1] = (6) – (8%) + (3x — (1) 


f'(x) = 6х5 – 8. 5xf + 3 . 2x – 0 = 6x? — 40x + 6x 


d 6 5 2 
Ф100 TX + 3x Aplicando la regla de la derivada de un cociente: 


‚_ (2x +3) (x2 +2) - (2x +3) +2)" 


б2+2ў 
‚_ 20%+2)-(2х+3)(2х) _ 2x2 6x+4 
(2+2) (+2) 


Observación 


Six =ху+Ах, hacemos: Ax=h 


= f(x) = Са ана 


| Pendiente de la recta tangente 
en el punto хо. 
= x+ h є Domf(x) 


3 Рага el cálculo de la derivada, : 
: seemplean todos los métodos : 
і estudiados en límites. і 
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Кесчетда 


ivada de orden superior 
1 se expresa así: 


TR de f(x)) 


Ax) (tercera derivada de 
Z Ц) 
J | 


04((х)) (segunda derivada 
de f(x)) 


DŠK) (tercera derivada de 
х) 


Atención 


+ Dg) + 909) = Охх) + DX g(x) 
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d ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE А UNA CURVA 


Sea y = f(x) una curva cualquiera, sabemos por definición de la derivada que la pendiente en el punto х de f(x) 
es la derivada en ese punto f'(xp). Y la ecuación de la recta tangente en el punto xy es: 


Lr: | y — (ху) = Р(хо)(х — Xp) 


„у. Liy- fx) = тх) 

Siendo m la pendiente de Lz. 

m = f'(x): pendiente de la recta tangente en el punto 
de abscisa хо. 


Ejemplos: 
• Halla la ecuación de la tangente en xy = 1 e Encuentra la pendiente de Ly (recta normal) 


ТУ ауз 
ll = de la curva y = 2х2 +2 en el punto 3 


Resolución: ч 2 
No es necesario graficar la función. eso ucion: | 
Sabemos: түү = Y = 4x; рагах = 3/2 


> =6 
Ly = y — К) = (о) — xo) ч 


> К1)=3(1)5— 201) = 1 л Р(х) 92-2 y = Propiedad: 
А Е _ ML E Mn = —1 > Mn = 1/6 
F(1)=9-2=7 с | 
La ecuación de Ly será: 
Reemplazamos en Ly: Larva Lai =1(5 -13 
Ley К) КУ) = тро) =1(3)=3 
Lr y -7x+6=0 «Ly: 2x + 12у – 81 = 0 


Derivada de orden superior 

Sea f(x) = Зх? una función diferenciable. 

> f(x) = 218 — 1.2 derivada 

Función diferenciable 
f"(x) = 126 2.2 derivada o derivada де? 
#"(х) = 630х* 3.2 derivada o derivada de f" 


Notación: 


"n"veces 


A n 
p= срп; 9100, 4 у) 


dx? ах" 


d REGLA DE LA CADENA 
Sean f y g funciones diferenciables tal que: 


Entonces: 
оО: gC) = o'f) 


Forma práctica dada una función (g(x))": 
Si f(x) = (9(х))" = f(x) = п(9(х))"— g) 
Ејетріо: 

Hala (4/3х2+2) 

Resolución: 

Sea g(x) = 3x? + 2 


f(x) = y g(x) 2. Р) = 3x 


| i 3х2 + 2 
Рх) = 79009 790) 


f(x) = (э? +2) *@х 


d TIPOS DE DERIVADAS 
Derivada de las funciones trigonométricas 


Si f(x) = ѕепх = f'(x) = cosx; Yx € R 


Si f(x) = cosx = f'(x) = —senx; Yx € IR 


Si f(x) = tanx = f'(x) = ѕес?х; Ух # (21 + 08 


= сох > f(x) = —оѕо?х; УХ + Пл 


х) = secx = f'(x) = secx . tanx; ух # (2n + 1) 


= ссх = (х) =—cscx. сох; УХ # NT 


э 9.60) = е®г'(х); (е = 2,72) 


Р(х) 
100 


= logpf(x) = (log, f(x) = тое 


л 


Derivadas 


(е5 у! ==е 
e: base de los logaritmos 
neperianos. 


6 


: Derivada de las funciones : 
: trigonométricas inversas. 


Р(х) 
х) 


= пх) E Inf0) = 


CD REGLA DE L'HOSPITAL 
f(x У. 


= 


Al evaluar lim ———; si adopta la forma indeterminada % o 2. 
x= ag(x) 0 со 
Entonces: 
f(x) f'(x) 
ШАК Он Л m E 
Ejemplo: 
Calcula: іт —Х— 
x— 0 Senx 
Resolución: 
Evaluamos x = 0: L = 0 (forma indeterminada) 
seno 0 
Aplicando la regla de L'Hospital: 
lim —Х—= lím (х) = lim Ls а lím Est 
х-0 Senx х—0($епх)'  x-0cosx cos0 1 х0 SENX 
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{(х) = х2 + 4х + 8 
у 


Lr 


mente la fi 
ип mínimo val 


maximizar 


3 Рага 
i donde по se : 
} directamente la función f(x), : 
: hay que formar una ecuación : 
} que dependa de la variable : 
¿ que nos pida maximizar, en el : 
: enunciado : 


: Ejemplo: 


Enunciado: 
Determina el 
radio para que 
el volumen del 


cilindro sea 
-7 777“ | máximo. : 
Si: 2H-+2r=50 
Р V(r) = rH 
¿ Del dato: 


Е V(r) = 22025 –г) 


¿ = El volumen está en función : 


del radio (incógnita) 
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funciones : 
muestra : 


(D APLICACIONES DE LAS DERIVADAS 
Máximos y mínimos 
Consideremos la función y = f(x) mostrada en la figura: 


y Máximo 


/ relativo 


Mínimo 
relativo 


En el tramo [m; n]: 
• Cuando x = a, la función f tiene un valor mínimo. 
El valor mínimo relativo es: f(a) 
e Cuando x = b, la función f tiene un valor máximo 
El valor máximo relativo es: f(b) 
Los valores de x para los que f(x) adopta un mínimo valor o máximo valor relativo se obtienen resolviendo la 
ecuación: 


£09=0 (El valor de las pendientes en los puntos 
ш máximo o mínimo de una función es cero). 

Criterio de la segunda derivada 

Si al resolver Р(х) = 0 se obtiene x = a, entonces para comprobar que allí hay un mínimo o máximo relativo se 

aplica la siguiente regla: 


Si: (а) > 0 = en x = а existe un mínimo relativo. 
Si:f'(a) < 0 = en x= a existe un máximo relativo. 


Ejemplo 1: 
Calcula un máximo relativo de: f(x) = х? – 3х2 + 1 


Resolución: 
f(x) = 3x? — 6x =0 
3x(x-2)=0=x=0Vx=2 


En x = 0 hay un máximo relativo. 
> f(0) = (0)9— 3(0)2+1= 1 


Р(х) =6x -6 

Si: x=0 = f'(0)=6(0)-6=-6<0 

Si: x=2 = f(2) =6(2)-6=6>0 

Ejemplo 2: Ejemplo 3 


Se desea maximizar el área a cercar con 80 m de 
cerco, determina las dimensiones de los lados. 


Encuentra el valor máximo o mínimo que posee la 
función f(x) = xX +4x+8 
Resolución: 


No es necesario dibujar. 
Aplicando el criterio de la segunda derivada: 


Қх) = 2+ 4x +8 
Р(х) =2x +4 
Ї'(х) = 2> 0 = la función posee un mínimo. 


Para determinar el punto donde es mínimo. жш 
f'(x)=0 = 2x+4=0 7 
x=-2 
Para determinar la ordenada evaluamos f(-2): El área es: xy (1) 
f(-2) = (-2)? + 4(-2) +8=4 Del dato 2x + y = 80 (2) 
| ыу pi . (2) еп (1): área = x(80 — 2x) = 80x — 2x 
г. La función posee un mínimo valor en (—2; 4). Fl і 
Maximizamos: 
80 -4x=0 


. x=20m A y=40m 


Problemas resueltos 


Resolución 


Р(х) = lím Сы de ZIO) т 7 -x 


yn Ee Z* 


Por cocientes notables 
m [(Х+)—- [0х пух пу Tx +.. (х) 2 a] 


h=0 Y 
= ШИ һу (х+ һу x+... рп] 


n-1 1 


== nT 
n térmimnos 


Resolución: 


senx 


= f(x) = tanx = 057 


>f'(x)= D, A (usamos derivada de una división) 


_ Disenx(cosx)— D, cos x(senx) 
соѕ?х 
_ соѕх. COS X — (— ѕепх).ѕепх 


соѕ2х 


2 2 
= LEAN (identidad pitagorica) 
cos?x 


1 


> (х) = = ѕес2х 


соѕ2х 


Resolución: 


Hallamos g'(x) = D,g 

О, (х2ѕепх) = (х2)р (ѕепх) + (ѕепх)р, (х2) 
О, (х2ѕепх) = (х2)(соѕх) + (senx)(2x) 
ZA 


g'(x) = xĉcosx + 2xsenx 


Evaluamos, para x = х 

О'(л) = nÊ. COST + 2(л)(ѕепл) 
(т) = n° . (—1) + 2л(0) 

. g(a) = –п? 


Resolución: 
Р(—1) = а(–1)? + 0—1) +с= 6 
a-b+c=6 ...(1) 


Р'(х) = 2ax + b 
P'(1) = 2a(1) + b = 17 

2a+b=17 (2) 
P"(x) = 2а 


Р"(0) = 2а= 14-а=7 
Reemplazando a = 7 еп (2): 2(7) +6 = 17 


Reemplazando a=7 y b = З en (1): 
7-3+с=65с=2 


ла? +b? + с2 = (7)2 + (3)2 + (2)2= 62 


Resolución: 
Evaluamos en x = 1, tenemos: 
AS 0 


OA =% (caso indeterminado) 


Aplicamos la regla de L'Hospital: 
lím 21 5x2- 8х + 1 


2 
ч = lim 6x +10x-8 _ 8 
O 1 


1 4x -3x +1 2 


3, m2 
>. lím 5 = ВКД 
х-1 xx +Х—1 


Resolución: 
Evaluando en x = 0, tenemos: 
а 0 


а@—-1 0 


Aplicamos la regla de L'Hospital: 


im 2%=1 - тапа 
х-0 а*—1 х-0 nahna 
= іт M%_m 
х—0 па?х П 
іт 2-1 т 
х—0 а? П 
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ED Calcula la derivada de: 


х) = Inlex +1 +02) 


Resolución: 


х) = nle +(1+ К) = Ing(x) 
g(x) 

(x) 

(x) 


9' 
9 


= (х) = 


= 
е^+ Та +e% 2 (282) 
fs 


1 
+ (14022 


(1+ е* | e HER |) 
1+e% _ 1+e% 
e 


ED Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) = х2 en 
el punto de abscisa 2. 


Resolución: 


Hallamos el punto de tangencia: 


(a; fla) 
о] 
(2; 1(2)) = (2; 22) = (2; 4) 


La ecuación de la recta tangente (Ly) será: 


Y — Yo = F (Xp) (X — Хо); donde (хо; Yo) = (2; 4) 
>y-4=f(2) (x-2) ...(1) 


Como: 
Қх) = х2 => f'(x) = 2х 
(2) = 202) = f(2)=4 


Reemplazando en (1): 


y = 4=(4)x—2) 
n Lpy=4x-4 
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ET) Un rectángulo tiene 4 т de perímetro, halla el que tenga la 
diagonal mínima y da como respuesta su área. 


Resolución: 


Como el perímetro mide 4 m: 
2x+2y=4=x+y=2 
y =2=x ...(2) 
Reemplazando (2) en (1): 
1 
а(х) = (х2 +(2- хў)? 

(х) = 1020+2(-1)02 -х))(2+02 х0)" 
(2х 2) 
Ae 
Maximizamos = d'(x) = 0 

2х2 =0 
ух =) 


Reemplazando х = 1 en (2): > у = 1 


(х) = 


х= 1 


г. Área mínima = ху = 1 m? (El área es mínima porque d"(x) > 0) 


111 ) Determina la pendiente de la recta tangente a la función 
1 оик 
(х= ; еп el punto cuya abscisa es 1/4. 
(х) тет р у 


Resolución: 


Sabemos que la pendiente “т” es: 
m = f'(xo) 


-1/2 
) 


= f'(x) = = (ѕеплх . COSTX. T 


f'(x) — _TCOSTX 


2 ѕеплх 


Evaluamos en el punto xp = -- 


А ienta= у 
г. pendiente > ТАВ 


SUCESTONES -PROGRESTONES 


02 SUCESIONES 
Definición 
Una sucesión (a,) es una función sobre los Z* cuyos términos pertenecen al conjunto de los números reales. 


Definida por extensión así: 
(an): a4; аз; ag; ... а... Уп > 1 


Ejemplos: 
Я аб a _n+2 к= A A A Т 
(an: 3; gi A Donde: а; 3; а, 783E g 
e {ba}: 7; 8; 9; 10; ...=b=n+5 Donde: у = 1+5 = 7; Б = 8; 0з = 9... 
iE n+1> {с} 25710. 
О) FORMAS DE DEFINIR UNA SUCESIÓN 
Por correspondencia Por recurrencia 
Se define a, y se obtienen los términos de la sucesión | Cuando se tiene como dato а, y la relación de a, con 
Evaluando: п = 1; 2; 3; ... ар. 
Ејетріо: Ејетріо: 
o nÊ Determina la sucesión si a, =7 уа, = а, – 3 
аа, = = 
Пт Del dato: а,=7=а{—3 =a¡=10 
n=1 a=F:n=2:0=4; ER 
п=3:ау= у > (am): 1/3; 1; 9/5; ... а =83-3 = a=1 
4 
= (ap) 10; 7; 4; 1;... 
О) TIPOS DE SUCESIONES po 7 Nota | 
a) Sucesiones crecientes b) Sucesiones decrecientes ; Sucesiones conocidas: 


3 Sucesión de Fibonacci 


: а, =а„=1 
р > : a4=8, 
а, < An +1 n= ар +1 : ар=а„_{+а„_„; п>3 
СИРНЕ Б... {an}: 5; 4; 3, .. ОЕ 


: Sucesión Feinberg 


c) Sucesiones estrictamente d) Sucesiones estrictamente | aadi ase Sin 
crecientes decrecientes ара, ar ta : 
: vn>3: 
(an): 3; 9; 16; ... {а}: —1; —7; —17;... ; Sucesión constante 
НИ МЫ } бі: (ap a,=8 
} = (an): 8; 8; 8;... 


е) Sucesiones monótonas 
Una sucesión a, es monótona si es creciente o decreciente, en otro caso será no monótona. 


Ejemplos: 
• 4а}: 3, 5, E ыз Sucesión creciente = es monótona 
• (an 2; 2; 2; -2; ... Sucesión oscilante = es no monótona 
n 1.2.3, а А А 
° = LA t t 
an СТР = (an) 75710 Sucesión decreciente = es monótona 
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f) Sucesiones acotadas 


Observación Sucesión acotada superiormente, siexiste unk; €R | Sucesión acotada inferiormente, si, existe un К, € R 
SETE tal que: a, < К; tal que: К; < a, 
а: ir i оге И Ејетріо: Ејетріо: 
{an}: > 4 = Е {а} =a = z7 1, sabemos que: n > 1 
3 n>1 
an < 7 2 2 
А п> 3. 
г. a, es acotada superiormente. 2_ 2 
an kı 


`. a, es acotada inferiormente. 


CD) SUCESIÓN CONVERGENTE 
Diremos que la sucesión {ap} es convergente si: lím a, = L; tal límite es único y finito, entonces la sucesión 
П = оо 


converge a L, si no existe el límite la sucesión diverge. 


Ejemplo: 
е 1 1,1 1 
qué valor converge a, = zg Tet п(п +1) 
Resolución: 
A AAA Y_ 1 
а= 1 2+7 К: 2° +A n+1 
=1-—1— 
ап п+ 1 


N=00 N=00 


lím а, = lím (1 s] 


іт ap=1 .". ар converge a1 


N=00 


Criterio de la razón (0° alambert) 
Es para determinar la convergencia de algunas sucesiones 


Sea la sucesión (ap): 


Si: г<1 = la sucesión converge a cero. 
Si: r>1 = la sucesión converge. 
Si: r=1 = el criterio no decide. 


Ejemplo: 
Determina si: 1. 1. Ai converge o diverge. 
7 Y 27 9 9 
Resolución: 
Пп ДЕ, mita: 
an = зт = рог el criterio tomamos límite: 
EA “КОКУЛ я lim | аһ | 
} e Toda sucesión monótona : пе | @п 
es acotada. : 
n+1 
к n+1 1 1 
lim |-3 = lím E =} =r 
по N n=œ! ЗП 3 
gh 


*. r<0 la sucesión converge al valor сего. 


108| Intelectum 5.2 


А 


d SERIES 


Es la sumatoria de los términos de una sucesión, se denota con el simbolo sigma (2). 


n 
Elemento: S = > 12+2°+3°+..+гп? 
=1 


Suma o series notables 


n 
l $k =1+2+3+..+п= ш, (suma de los n números naturales) 
k=1 


En toda PA: 
| La | 
Il. >Ж=2+4+6+... +2n=n(n + 1) (suma de los primeros п pares) ү 
к=1 


n 
ШЕ > 2 -1=1+3+5+..+2n-1=n? (suma de los primeros n impares) 


k=1 
IV. Ne -142424324 п АА 10А 1) 
k=1 6 
n 1 2 
V. DEPARA. nm [PE | 
k=1 2 
Propiedades de sumatorias 
n n n n 
e Ус = пс; с: constante e У(а +0) = J ant УЬ, 
х= 1 x=1 x=1 x=1 


d PROGRESIONES 
Progresión aritmética (PA) 
Es una sucesión especial en la que dos términos consecutivos están diferenciados en una constante r llamada 


razón aritmética. | Atención 


Forma na progresión aritmetica: a4; a»; az; ...; an; ...; donde: г: razón Е е ры 
огта de una progresió e 21,2 83... ап ; donde: г: razó Si una progresión aritmética 
+ +r posee un número impar de 


; donde аг: término enésimo 


Término de lugar п o término enésimo (а) Suma de términos de una PA 
De la progresión: а; = a4 

а = ay +T 

а = а + 2r 


Tena 


a4: primer término. n: números de términos 
a: término de lugar n. 


Interpolación de m medios aritméticos entre a, y a, 
E as aca ‚ап | 
m medios aritméticos 


Donde: 
an а 
r= ———— 
т +1 


r: razón aritmética de la progresión 
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Мо e Progresión geométrica (PG) 
: Progresión de orden superior ; 


¿ А РЕ. Forma de una progresión geométrica 
: Son progresiones cuya razon : 


: constante se presenta a partir : 
: de la segunda sucesión: : 
} a4; az; аз; ад; As; ... An 
: A ММ 
ES 
Ue 08: 
її 


; donde: 


: Término a, 


Término de lugar n de una PG(t,) 
De la PG: :: t4; tz; ta; ...t, 


a E ol 


: Suma de los n términos S,, t = t 
2-1 
БТЕ АТС Clere = а 
3-1 
| E t¿=t q 
"ОК ГГ Г ГТ | | 


Suma límite de una PG de infinitos términos 
Sea la PG :: ty; іа; һд; ... 


Ejemplo: 
= 1 1 АИ 
S=16+4+1+ 7 + тє +. dieta 
— 10. 46% 
истен 3 

4 


Progresión armónica (PH) 
21. 1 


A 
а’ aa п 


Ejemplos de aplicacion: 


1. Halla el número de términos de la siguiente PA: 
18; 24; 30; 36; ...; 282 
Dato: г = 6; t4 = 18; t, = 282 
Aplicamos: 


а-а, n = 282-18 1 
r 6 


A 1=45 


Si una PG tiene n.° de términos | 
impares 


Término central 


n= 


. Calcula la suma de los 28 términos de la siguiente РА: 


36; 40; 44; ... 
Datos: ay = 36; r = 4; п = 28; 5 =? 
Aplicamos: 

2а, + (п – 1)г 
S,=| 1 Т ) | 
2 Sa =|] 
ny 5 = 2520 


11 ol Intelectum 5.2 


ti; tz; t3; 
сусу 


xq xq 


Es una sucesión cuyos términos consecutivos están multiplicados por una razón qi siendo q € R. 


р 


q: razón geométrica 
t4: primer término 
ta: término de lugar n 


Suma de términos de una PG 


Interpolación de m medios geométricos entre 
a4 уар. 
CEE 


m medios geométricos 


Donde п.° de términos es: m + 2 


= larazón:| q=m+1 / ап 
a 


1. 27 forman una РН si: ay; аз; a3; ...; a, forman una progresión aritmética. 
3 


3. Calcula —5— enla siguiente PG: 
ts X t 
139; 
Datos:q= 3 =3;t; =1 


Aplicamos: tp = t4 q" 


Entonces: t; = 1 х 357! = 3% 


t=1x3=3" 

tis = 1 Xx e = qe 
14 14 
З 32-27 


Piden: 31 5 37 а 311 


4. Calcula: S = 5 + 52+ 5+... + 57 


52 
Datos: q = = = 5; = 5; 51у =? 


5 
ama 8. — 1) EA 
Aplicamos: S, ЛЕЕ 517 5 1) 
50517 _ 
=5(5 –1) 


Resolución: 


N 


Podemos escribir: ay = 2 
22.5.1017: 
п" 20797 Дд Брет 
El denominador es п + 1; у observamos que el numerador es nê + 1 
2 
_ П°+1 
> а= +1 


20°+1 _ 401 
21 21 


» а 


а= 


Рідеп: 17 + 37 + 77 + 157 
í A 
S = 288 


Resolución: 
AAA A ИН 1 
n+2 n+2 n+2 


Sabemos por teoría: п > 1 


Resolución: 


Para determinar la convergencia, tomamos límite: 
3 2 
іта, = lím ЕЗ +10 
пт me З" – 21 + 5 
Dividimos el numerador y denominador entre п: 
п + 3n? + 10 
іта, = lím — 
1% n=% 31° – 21 +5 
n? 


1+ Г + 
líma, = lim ——П— Recuerda: 
со П оо 2 5 
Е lim 1-0 
| n=ow Й 
lím a, = = 
эол Y 


г. a, converge а 1/3 


Resolución: 


Zx 21/8 х 2116 x 2112 . 


40,4 
a 


1 
zte 


suma límite 


t 
3 


Resolución: 
Usamos la fórmula del término enésimo: 


а5= а; + (5 – 
ао = ау + (10 


Del dato: 
= 17 =а; 
32 = а; 
П = 1: 15 = 5r 
г= 3 


1)г 
– 1) 


Ч) 
+9 ...(1) 


г. La razón de la PA es 3. 


Resolución: 


1 1 


Los términos 


término central 


1. 
арра Tra forman una РА, luego el 


es: 


Лл у a 
b+c a zA 


2 __ c+ 


a+a+b 


b+c ac+al+bc+ab 


2 o 2a+b+c 


b+c al+ac+bc+ab 
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Simplificando: 
2а2= 02 +с2- 2а = 18 => a=9 
—— 


18 


Resolución 
_(2N 2 2\6 2\8 
р. 
Sea: 3 = Х 
5 = ҳ2 + 24 + 3х6 + 48+... (-) 
а шыт е ын | 


(1 х2)5 = х2 + хх + х +... 


Como x < 1; entonces: 


2 
дс _Х 
(1—х)5= ie 
2 
х 
ч (102) с, 
Reemplazando х = + еп (a): 


Resolución: 


La primera es una: PA de razón 7. 
La segunda es una PA de razón 3. 


2; 5; 8; 11; 14;4D—> primer término en común. 

Los siguientes serán: [r = MCM(7; 3) = 21] 

17; 38; 59; ... 

Como se escogen 60 términos, entonces el último término de cada 
sucesión es: 

e t,=3+(60- 1)7 =416 

e t =2+ (60 – 1)3 = 179 


El total estará entre 17 у 179: 


Сото n es entero = n= 8 
г. Existen 8 términos en común. 


112 [| Intelectum 5.2 


Resolución: 
Tomamos límite cuando п > oo: 


Luego: 


lím 1- зт.) 


П = оо П = оо 


7 


Resolución: 


4n 
Tomamos el lím а, = lí (2+1) 
П = оо n 


y 
8 


Resolución: 


Tomamos límite: 


, _оң 1 П 
ш z т ( n-2 ) 


п+3үт 
А Ж т 
Mne = 
2 
1-3 
= lí n 0 
lim хо = lím та =2 =] 


г. Converge а 1. 


